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Ova knjiga predstavlja nastavak autorovog udzbenika NUMERICKA ANA
LIZA, I deo, Naucna knjiga, Beograd, 1988. U odnosu na prvo izdanje, koje 
se pojavilo 1985. godine, u ovom izdanju ucinjene su neznatne izmene u tekstu 
i ispravljene uocene stamparske greske. Knjiga je podeljena u dve glave, koje 
su oznacene kao sesta i sedma, s obzirom da prvi deo saddi pet glava. Orga
nizacija knjige je ista kao i organizacija prvog dela. Nairne, glave su podeljene 
na poglavlja, a poglavlja na odeljke. Numeracija objekata (definicija, teorema, 
formula i sl. ) u okviru jednog odeljka izvrsena je pomocu tri broja od lwjih 
prvi ukazuje na poglavlje, drugi na odeljak, a treci na redni broj tog objekta 
u posmatranom odeljku. Na taj nacin je uspostavljena jednoznacna numeracija 
objekata u okviru jedne glave. Poslednje poglavlje u svakoj glavi predstavlja 
spisak citirane i koriscene literature. 

Sesta glava je posvecena problemu aproksimacije funkcije jedne promen
ljive. Znacajno mesto u izlaganju zauzimaju interpolacioni procesi. Pored inter
polacije algebarskim polinomima, razmatrane su i interpolacije pomocu trigono
metrijskih polinoma, eksponencijalnih funkcija i splajnova. Posebno poglavlje 
je posveceno problemu najboljih aproksimacija (srednje kvadratne aproksimaci
je, mini -max aproksimacije i sl. ) . 

U sedmoj glavi se izlazu metodi numerickog diferenciranja i numericke 
integracije. Poseban tretman dat· je savremenim metodima konstrukcije Gauss
Christoffelovih kvadratura za neklasicne tezinske funkcije. Takodje, dat je 
pregled nekih klasa modifikovanih Gaussovih kvadratura (na primer, Kronrod
ove seme), kao i osnovi teorije Cebisevljev'ih kvadratura. Posebni odeljci su 
posveceni metodima za konturnu integraciju analitickih funkcija u kompleksnoj 
ravni i metodima za integraciju brzo oscilatornih funkcija. 

Knjiga je prvenstveno namenjena studentima tehnickih i prirodno-mate
matickih fakulteta, na kojima se predaje ova naucna disciplina. Autor se nada 
da ce knjiga biti od koristi i svima onima koji u svojoj praksi koriste numeri
cke metode. 

Svima onima koji su na neki nacin pomogli u toku izrade rukopisa, au
tor se najtoplije zahvaljuje. 

u Nisu, 28.09.1988. Gradimir V. Milovanovic 
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8.1. OPaTI PROBLEM 

u ovom poglavlju se izlazu osnovni principi teorije apro

ksimacija funkcije realne promenljive i pokazuju aproksimaciona 

svojstva algebarskih polinoma, 

Problemima zarnene jedne funkcije f, definisane na izves

norn skupu X, drugom funkcijorn ¢ bavi se posebna oblast nurnericke 

rnaternatike- teorija aproksirnacija. 

Neka je funkcija ¢, koju nazivarno aproksimacionorn funkci

j om, takva da z avisi od n+l parametara a0 ., a
1

, ••• , an 1 tj. 

¢ ( x) = ¢ ( x ; a0 1 a 1 , ... 1 an ) • 

Problem aproksimacije funkcije f 1 funkcijom ¢ svodi se na odredji

vanje parametara ai = ai po nekoin kriterijumu. u zavisnosti od iz

abranog kriterijuma razlikujemo razne vrste aproksirnacija. 

Jedan od osnovnih problema u teoriji aproksirnacija, pred

stavlja izbor opsteg oblika za funkciju ¢. u ovorn odeljku naves

cerno nekoliko standardnih oblika, koji se najcesce koriste u pri

rnenama. U principu sve aproksimacione funkcije mogu se podeliti na 

linearne i nelinearne aproksimacione funkcije. 

Opsti oblik li~earne aproksirnacione funkcije je 
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pri cemu sistem funkcija {¢k} ispunjava odredjene osobine. Ovde 

se pojam linearne funkcije odnosi na linearnost po parametrima 

ai (i=O,l, •.. ,n). 

k 
U specijalnom slucaju, kada je ¢k(x) =x (k=O,l, .•. ,n), 

tj. 

govorimo o aproksimaciji algebarskim ~olinomima. 

U slucaju, kada je Hk}={l,cosx,sinx,cos2x,sin2x, ... } 

govorimo o aproksimaciji trigonometrijskim polinomima (ili o tri

gonometrijskoj aproksimaciji). 

Aka se uzme 

0 

gde je m fiksiran prirodan broj, imamo tzv. aproksimaciju pomo6u 

splajnova *· 

Od nelinearnih aproksimacionih funkcija, naves6emo samo 

dve: 

1° Eksponencijalna aproksimaciona funkcija 

b X b X 

¢(x) = <j>(x;c
0

,b
0

, ••• ,cr,br) = c
0

e 0 + .. , +ere r 

gde je n+l = 2 (r+l), tj. n = 2r+l. 

2° Racionalna aproksimaciona funkcija 

¢(x) 

gde je n = r+s+l. 

* Na engleskom: spline. Na nasem je2iku se ne mole nadi o~govaPajudi .Pr~vod, 
pa demo koristiti u daljem tel<stu r>Ac spla.fn. U ruskom 1- nemackom Je::nku, 
tAkodje, nije nadjen odgovarajudi prevod. 
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K:riterijumi n ap:roblmaeiju 

u ovoj g1avi razmatracemo najvaznije vrste aproksimaci-

ja koje se sre6u u primenama. Tako 6emo razmotriti 

1° Interpolaciju, 

2° Srednje-kvadratnu aproksimaciju, 

3° Mini-max aproksimaciju. 

Neka je funkcija f data na segmentu [a,b] skupom paro

va (xk,fk)(k=0,1, ... ,n), gde je fk = f(xk). Ako'je za aproksi

maciju funkcije f funkcijom ~. kriterijum za izbor parametara 

a
0

,a1 , ... ,an dat sistemom jednacina 

(l. 3.1) (k=O,l, ... ,n), 

imamo tzv. problem interpo1acije funkcije, Funkciju ~. u ovom 

slucaju, nazivamo interpo1acionom funkcijom, a tacke xk (k = 0, 

1, ... ,n) interpolacionim cvorovima. 

Problem interpo1acije moze biti znatno s1ozeniji od 

pomenutog. Jedan opstiji problem se javlja kada su pored vredno

sti funkcije f u interpo1acionim cvorovima poznate i vrednosti 

njenih izvoda. 

3 

Interpolacionim prob1emima bi6e posve6eno poglavlje 6.2. 

Aproksimacije 2° i 3° spadaju u grupu tzv. najbo1jih 

aproksimacija. Kod ovih aproksimacija kriterijum za odredjivanje 

parametara aproksimacione funkcije se svodi na minimizaciju nor

me greske on (x) = f (x) - ~(x) t;l izvesnom prostoru X. u zavisnosti 

od izabranog prostora X i norme u nj~mu, ima6emo razne vrste naj

boljih aproksimacija. Ove aproksimacije mogu biti diskretne ili 

kontinualne. Diskretne aproksimacije su one kod kojih se informa

cije o funkciji f uzimaju samo sa diskretnog skupa tacaka. u tom 

slucaju funkcija f se moze tretirati kao element nekog konacno

-dimenzionalnog prostora. U protivnom, ako je X beskonacno-dimen

zionalan prostor,imamo tzv. kontinualnu aproksimaciju. Najces6e 

je to prostor Lr (a,b) (r ~1) sa uobicajenom normom 

b 
11£1~ = Ulf(x)lrdx)

1
/r. (l. 3. 2) 

a 
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trima a. 
1 

MinimizacijQm norme J!f- q, II po aproksimacionim parame
r 

(i=O,l, .•• ,n) dobijamo tzv. najbolju Lr aproksimaci-

ju funkcije f na potprostoru X CX, koji je definisan kao line
n 

al nad funkcijama cf> ,q,1 ,,.,,cf>, tj. X =L(cf> ,q,
1

, ... ,q, ). Najbo-
o n n o n 

lju aproksimaciju oznacavamo sa q,*(x). Od posebnog su interesa 

slucajevi, kada je r = 1, r = 2 i r = +oo. Ovim problemima bice po-

sveceno poglavlje 6.3. Slucaj r = 2 bice razmatran u odnosu na 

opstiju normu, kod koje je uk:J_jucena tezinska funkcija 

p: [a,b] -+R+ 

b 2 1/2 
1Jf!J2 =(! p(x)f(xl dx) • 

a 

Slucaj r=+oo moze se razmatrati kao granicni slucaj u 

(1.3.2) kada r+too, Tada je 

(1. 3. 3) llf!l =max Jf(x)J. 
oo a~x~b 

Norma (1.3.3) je, kao sto vidimo, standardna norma pro

stora neprekidnih funkcija c[a,b], koju nazivamo cesto uniform

nom normom. Najbolja L
00 

aproksimacija $*, koja se dobija iz sle

deceg minimizacionog problema 

min!lf-q,!loo= min( max Jf(x)-q,(x)Jl= llf-q,*!loo 
a. a. a<x<b 

l 1 = .:_::: 

zove se najbolja uniformna aproksimacija ili najbolja mini-max 

aproksimacija. Cesto se kaze samo mini-max aproksimacija. Kon

strukcijom polinomske mini-max aproksimacije bavicemo se u odelj 

ku 6.3.6. Potprostor Xn je, u tom slucaju, skup svih algebarskih 

polinoma ne viseg stepena od n, koji obicno oznacavamo sa j)n' 

SaP* (EP) oznacavamo polinom najbolje mini-max aproksimacije za n n 
datu funkciju f E c[a,b]. Polinom P~ zovemo jednostavno mini-max 

polinomom. Velicinu En(f), definisanu pomocu 

E (f) =min llf-P II =llf-P*!I, 
n P E@. n oo n "" 

n n 

nazivamo velicinom najbolje aproksimacije. U mnogim ekstremalnim 
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problemima teorije aproksimacija pojavljuje se velicina E (f) 
n 

(videti, na primer, [ 1], [13], [33]). 

Od svih tipova aproksimacionih funkcija najcesce se 

koriste algebarski polinomi, kako zbog jednostavnosti,tako i 

zbog dobrih svojstava. Nairne, na konacnom segmentu [a,b] alge

barski polinomi su vrlo dobri aproksimacioni elementi, na sta 

ukazuje sledeca teorema: 

Teorema 1.4,1. (Weierstrass). Ako f€C(a,bJ, tada za svako €:>0 

postoji prirodan broj n i polinom P € ~ takav da je, za svako 
n n 

x € ta,b), 

(1. 4 .1) If (x) - P n (x) I ~E. 

Ova teorema kazuje da se za svaku neprekidnu funkciju 

moze naci polinom koji je proizvoljno "blizak" toj funkciji u 

smislu uniformne norme. Tvrdjenje teoreme ima samo egzistenci

jalni karakter i ne daje metod konstrukcije takvog polinoma Pn. 

Medjutim, ova teorema se moze dobiti kao posledica Bernsteinove 

teoreme, koja ima i konstruktivni karakter. Pre nego sto formu

lisemo i dokazemo Bernsteinovu teoremu,navescemo neke pojmove. 

5 

Definicija 1.4.1. Neka je funkcija Xl+f(x) definisana za xE[a,b] 

i neka je za svako o (E[O,b-~]l 

(1. 4. 2) w (f; 0) sup lf(x)-f(y) 1. 
lx-yl~o 

Velicina w(f;o) se naziva modul neprekidnosti funkcije f. 

Ako funkcija f zadovoljava Lipschitzov uslov na [a,b] , 

tj. ako je 

lf(x) -f(y)l < Llx-yl (I;Jx,y € [a,b]), 
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gde je L pozitivna konstanta*, tada iz (1.4,2) sleduje 

(1. 4. 3) 

w (f; 8 l ~ La. 

Primetimo da za f E c [a, b] imamo 

limw(f;8) 
8+0 

0. 

Nairne, ako je f neprekidna funkcija na· [a,b], tada je ona i 

uniformno neprekidna, pa sleduje (1. 4. 3). 

Ne umanjujuci opstost u daljem razmatranju uzimamo 

[a,b] = [0,1]. 

Definicija 1.4.2. Neka f€C[O,l] i neka je 

n k n-k p k (x) = (
1 

)x (1-x) - n, < 

Polinom B (E !P ) , definisan pomocu n n 

naziva se Bernsteinov polinom za funkciju f. 

Dak1e, Bernsteinov po1inoin se konstruise u ekvidistant

nim tackama (cvorovima) xk = ~ (k = o, 1, ... ,n). 

Da bismo dokazali izyesne jednakosti,podjimo od binomne 

formula 

(o:+B) n 

Diferenciranjem na1azimo 

a n n-1 
-(o:+S) = n (o:+S) as 

n 
\ 1 (n) n-k k-1 
L. < k o: B , 

k=1 

* L se naziva Lipschitzova konstanta. 
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3 2 n n-2 n n n~k k-2 
-:---

132 
(cx+S) =n(n-1) (cx+S) = L k(k-1) (k)cx S , 

0 k=2 

Stav1jajuci ex 1-x i i3 = x, na osnovu prethodnog dobijamo 

Bn(1;x) 

Bn(x;x) 

B (x 
n 

2 
;x) 

n 

L Pn,k (x) 
k=O 

n 
k 

kio 
nPn,k(x) 

n 

1, 

k~O 
k2 
k2 p n,k (x) 

x, 

n-1 
n 

Dokazacemo sada Bernsteinovu teoremu. 

x2 + ~ 
n 

Teorema 1. 4. 2. Ako f E C [o ,1] , tada za svako x E [0 ,1] i svako 

n EN, vazi nejednakost 

ookaz. Neka su tacke xk date pomocu 

k 
n 

(k€I = {O,l, ... ,n}}. 

Za dato x € [o ,1] i o, definisimo indeksne skupove 

V = I\M. 

Tada, na osnovu prethodnog, imamo 

n 
f(x)-B (f;x) = L (f(x)-f(xk))pn k(x) 

n k=O ' 

gde smo sa s
1

(x) i s
2

(x) definisali sume 

L 
kEM 

L 
kEV 
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S obzirom na definiciju 1.4.1 imamo 

1s1 (x) I ,:;w(f;<S) L p k(x) ,:;tu(f;o) L Pn,k(x) = u•(f;o). 
kEM n, kEI 

Da bismo odredili granicu za I s
2 

(x) I, postupimo na sle-

lx-xkl . -[lx-xkl] deci nacin. Neka je p najvece ce1o od 
0 

, tJ. p -
0 

. 

Izmedju tacaka x i xk umetnimo ekvidistantno p tacaka: c
1

,c
2

, 

'"'cp, tako da je sada dulina ~vakog podintervala lx-xki/Cp+1)<8. 

Kako je 

imamo 
lx-xkl I f(x)-f(xk)j,:; (p+1)w(f;o),:; ( 

0 
+1)w(f;o), 

Tada je 

jx-xkl 
ls 2 (x)l ,:;w(f;o) L ( 

0 
+l)pn k(x) 

kEV ' 

jx-x I 
u•(£;8) (I ~- Pn k(x)+ L Pn k(x)) 

kEV u ' kEV ' 

Kako je 

2 L (x-xk) P k (x) 
· kEI n' 

x(l-x) cl 
n =4n' 

na osnovu prethodnog,imamo 

Is cx>J.:s..w(f;s>(l I cx-xk>
2

p 1 ex>+ I P kcx>),:;w(f;t~>(~+l). 
2 - s2 k€I n,{ J<€I n, 4n.S 
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Dak1e, 

l£<xl- Bn (f;x) I~ ls1 Cxll + ls 2 (x) I ~u.>Cf;o) (2 +~). 
4no 

Ako stavimo 8 = .1:.. dobijamo tvrdjenje .. teoreme. 
111 

Ako je broj n izabran dovo1jno veliki, tako da je 

(J) (f; *) ~% E 1 iz teoreme 1, 4, 2 d0bijam0 VleierstraSSOVU teoremU 

za funk.ciju f EC [0 1 1]. Jedan polinom Pn u (1.4.1) je tada 

Bn(f;x). Primetimo da se modu1 neprekidnosti moze uciniti dovo-

1jno ma1im, s obzirom na (1.4.3). 

Pos1edica 1.4.1. Ako funkcija f zadovo1java Lipschitzov us1ov na 

[0, 1] sa konstantom L, tada je za svako x E [o, 1J 

l f(x) -B (f;x) I< 9L. 
n = 4/i1 

Primedba 1.4.1. u radu [35], D.D. Stancu je dokazao da za 

f EC [0,1] vazi jednakost 

n-1 
( f ) ) ( = _ x (1-x) \ [ k k+l, J Rn ;x =f(x -Bn f;x) t. pn- 1 ,k(x) x,n'n'f , 

n k=O 

gde je [x,y,z;f] oznaka za pode1jenu raz1iku drugog reda (videti 

ode1jak 6.2.3). Ako su pode1jene raz1ike drugog reda funkcije f 

ogranicene, tada vazi nejednakost 

gde je M
2

(f) najmanja gornja granica apso1utne vrednosti pode1jene 

raz1ike drugog reda funkcije f na [0,1]. 
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Ovo poglavlje je posveceno jednom od najvaznijih problema 

teorije aproksimacija ~ interpolaciji funkcija. Pored prakticnog 

znacaja, interpolacija ima veliki teorijski znacaj za konstrukci

ju numerickih metoda za resavanje mnogih problema, (na primer, nu

mericko diferenciranje, numericka integracija i alieno). 

Neka je funkcija f data svojim vrednostima fk = f(xk) u 

tackama xk (xk E [a,b]) (k = 0,1, ..• ,n). Posmatrajmo linearni inter

polacioni problem, tj. interpolaciju funkcijom (1.2.1). U tom 

s1ucaju sistem jednacina (1.3.1) se svodi na sistem 1inearnih 

jednacina po parametrima ai (i = 0,1, .• , ,n) 

(k=O,l, ..• ,n), 

tj. 

( 1 1) cf>o(xl) 2 •• 

Da bi navedeni interpolacioni problem imao jedinstveno 

resenje potrebno je da mattica sistema (2.1.1) bude regularna. 

Primer 2.1.1. Neka je ct>
0

(x) =1 i ct>
1

(x) =x
2 

i X= [-1,1]. Odgova

rajuca matrica sistema (2.1.1), u ovom slucaju, je 
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Interpolacioni problem 

(a) ima jedinstveno resenje ako je lxol ~ lxll; 

(b) ima beskonacno mnogo resenja ako je x
0 

=- x
1 

i 

f(x
0

) == f(x
1
); 

Neka su interpolacioni cvorovi takvi da je 

Razmotricemo uslove pod kojima je matrica sistema (2.1.1) regu

larna. Uslov da je sistem funkcija {~k} linearno nezavisan je 

potreban, ali ne i dovoljan, sto pokazuje sledeci primer: 

Primer 2.1.1. Sistem funkcija (1, sinx} je linearno nezavisan, 

ali je za x
0 

+ x1 = 11, 

1 
0. 

Iz osobina determinanata sleduje da sistemu funkcija {~k} 

treba nametnuti takve uslove, pod kojima ne postoji linearna 

kombinacija 

a ~ (x) + ·a 1 ~ 1 (x) + • • • + a ~ (x) o o n n 

koja ima n+l razlicitih nula na [a,b]. Sistemi funkcija sa ovom 

osobinom nazivaju se cebisevljevi sistemi (skraceno T-sistemi). 

0 T-sistemima postoj i izvanredna monograf ij a [24]. 

11 

Teorema 2.1.1. Ako su funkcije ~k:[a,b]-+R (k=O,l,, •• ,n) n+l pu

ta diferencijabilne i ako je za svako k=O,l 1 , •• ,n Wronsky-eva 

determinanta Wk razlicita od nule, tj. 
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<Pl (x) 

~i (x) 

q, (k) (x) ~ (k) (x) 
0 1 

~k (X) 

~k (x) 

~~k) (x) 

sistem funkcija {q,k} je cebise~ljev sistem. 

i 0 q 

Neka je funkcija f data svojim vrednostirna fk 5 f(xk) u 

tackama xk(k=0,1, ... ,n). Ne umanjujuci opstost pretpostavimo da 

je 

(2. 2.1) 

Ako tacke xk uzmerno za interpolacione cvorove i stavimo 

~k (x) = xk (k = 0,1, ... ,n) imamo problem interpolacije funkcije f 

algebarskim polinomorn. Oznacimo ovaj polinom sa P
0

, tj. 

Teorema 2.2.1. Polinom P
0 

je jedinstven i moze se predstaviti u 

obliku 

(2. 2. 2) P
0

(x) 

gde je 

(x-x
0

) ••• (x-xk_ 1) (x-xk+1 ).,. (x-x
0

) 

--:-. 

Dokaz. S obzirorn da je determinanta matrice sistema 

(2.1.1), u posmatranom slucaju, Vandermondeova, tj. 



1 

1 

1 

X 
0 

6.2. INTERPOLACIJA FUNKCIJA 

n 
X 

0 

Jl 
i>j 

is obzirom na pretpostavku (2.2.1), zakljucujemo da je polinom 

Pn jedinstven. Dokaz jedinstvenosti smo mogli izvesti dokazuju

ci da je sistem funkcija ll,x,x2 , •.• ,xn} cebisevljev sistem. 

Zaista, na osnovu teoreme 2.1.1 to sleduje, jer je Wronskyeva 

det:erminanta Wk=O!l!2!· .. k! 'f 0 (k=O,l, ... ,n). 

Da bismo dokazali formulu (2.2.2) dovoljno je primetiti 

sledece: 

10 Svi polinomi Lk su ne viseg stepena od n, tj. 

deg(Lk) ~n za svako k, 

20 Lk (xi) 0
ik (oik - Kronecker ova delta), 

30 Pn(xk) f(xk) za svako k, 

Formula ( 2. 2. 2) nazi va se Lagrange ova interpolaciona 

formula, a polinom P n Lagrange ov interpolacioni polinom. 

Definisanjem polinoma w pomocu 

(2.2.3) 

polinomi Lk se mogu predstaviti u kondenzovanijem obliku 

w(x) 
(k=O,l, ••• ,n). 

Primer 2.2.1. Za skup podataka 

xk -1 0 2 3 

f(xk) -1 2 10 35 
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(-l) (x-O).(x-2) (x-3) + 2 (x+l) (x-2) (x-3) 
(-1-0) (-1-2) (-l-3) (O+l) (0-2) (0-3) 

+ 
10 

(x+l) (x-0) (x-3) + 
35 

(x+l) (x-0) (x-2) 
(2+1) (2-0) (2-3) (3+1) (3-0) (3-2) f 

Sledeca teorema daje ocenu greske kod Lagrange ove inter

polacije. 

Teorema 2.2.2. Neka fECn+l[a,b] i xi € [a,b} (i=O,l, .•. ,n). Ta

da postoji ~ E (a,b) takvo da se greska Lagrange ovog interpola

cionog polinoma moze predstaviti u obliku 

( 2. 2. 4) 
f (n+l) (t:) 

Rn(f;x)=f(x)-Pn(x)= (n+l)! w(x). 

Dokaz. Posrnatrajrno pornocnu funkciju F, definisanu sa 

(2.2.5) F (X) = f (X) - P n (X) - Kn w (X) , 

-koja se anulira u tackarna x
0

,x
1

, ••• ,xn. Neka je x proizvoljna 

tacka iz [a,b] i takva da je x;;ixi (i=O,l, ... ,n). Odredicerno 

Jwnstantu K u (2. 2. 5) tako da se F (x) anulira i u tacki x. 
n 

S obzirorn da je x:) x. (i = 0,1, .•. ,n), ovakva vrednost za K po-
1 n 

stoji. Nairne, 

f!x> -Pn(x) 

111 (x) 

Kako funkcija F na [a,b] ima bar (n+2) razlicite nule, 

to na osnovu Rolle ove teorerne sukcesivno zakljucujerno da u 

(a,b) 

F' (x) irna bar (n+l) razlicitih nula, 

. 
F(n+l) (x) irna bar. jednu nulu. 

Neka je t: € (a,b) nula funkcije F(n+l). Tada iz (2.2.5) 
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s1eduje 

odak1e je K
0 

f(n+l) (E) 

--<n+If!· 

Na osnovu prethodnog zak1jucujemo da je 

f(n+1) (U 
(n+1)! w(x). 

I<ako je x proizvo1jna tacka iz [a ,b], dokaz teoreme je 

zavrsen. 

Primer 2.2.2. Neka je XI->-P
5

(x) Lagrangeov interpo1acioni po1i

nom formiran na osnovu vrednosti funkcije x >-+sin x u tackama 

xk = 
1

1f
0 

k (k = 0,1,2,3,4,5). Tada je 

-sin!; 1f 2n 3n 4n Sn 
sin x -P

5 
(x) = --

6
-
1
- x (x-

10
) (x-

10
) (x- IO) (x- 10 l (x- IO), 

gde je 0 < 1; < ~· 

Neka je Mk max If (k) (x) I 
xe[a, b] 

(k e Nl. 

n+1 [ J Teorema 2.2.3. Neka f€C a,b, xk-xk_1 =h=const (k=1, •• ,,n), 

x
0 

= a, x
0 

= b. Tada je 

. hn+1 
I f ( x ) - P n ( x) I < 4 ( n + 1 ) Mn + 1 • 

ookaz. Ako stavimo x = x
0 

+ph (p e [o, n]) imamo 

n+l 
lu(x) =p(p-1) ... (p-n)h • 

Kako funkcija p>-+F (p) = lp(p-1) .•• (p-n) I na segmentu [O,n] dosti
n 
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ze maksima1nu vrednost kada p € {0,1) {i1i p € {n-1,n)), vazi 

max F {p) < max IP<p-1) I max I {p-2) ••• {p-n) I< t n!, 
p€ [ 0, nJ n p€ { 0, 1) p€ { 0, 1) 

odak1e neposredno s1eduje tvrdjenje teoreme. 

u specija1nom s1ucaju za n = 2 i n = 3, mogu se dobiti 

tacnije granice za gresku R {f,x), nego sto daje teorema 2.2.3, n . 
s obzirom da je 

Dak1e, imamo 

w {x) 

8 

0 

-8 

-16 

2/3 
-9-

i 

i 

Sl. 2.2.1 

1. 

4 5 X 

Nije tesko primetiti da za funkciju w(x), u s1ucaju ekvidistant

nih cvorova, vazi 
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Na sl. 2.2.1 prikazan je grafik 

h=1 i n=5. 

funkcije w(x) za 

Primer 2.2.3. Odredicerno sada sa kojorn tacnoscu se rnoze izracu

nati vrednost R.og 11.5 koriscenjern Lagrange ovog polinorna P 3 
ako su poznate vrednosti 

R.og 10, R.og 11, R.og 12, R.og 13. 

S obzirorn da je M4 = rn .ax 1- 6
4 1 = 6 •10 - 4 irnarno 

x€[10,13] x 

M4 
IR-ogll.S-P3 (11.5) 1,:;,41 I (11.5-10) (11.5-ll) (11.5-12) (11.5-13) I 

-5 = 1.41·10 • 

Inace, za proizvoljno x E (10,13) vazi ocena 

Uvodeci pretpostavku da je funkcija f regularna u nekoj 

oblasti G ko~pleksne ravni C rnoze se naci jedna ocena greske 

(ostatka) kod Lagrange ove interpolacione forrnule. 

Teorerna 2.2.4. Neka je f:G+C regularna funkcija, [a,b]c Gee, 

f (t) € R za t € [a,b] i interval I (x) definisan pomocu 

pri cernu interpolacioni cvorovi zadovoljavaju uslov (2.2.1). 

Neka je, dalje, r zatvorena kriva u G, takva da I(x)cintr, L du

zina krive r. 

M maxlf(z) I 
zEr 

2 NumeriCka analiza, II deo 

i r(x) min I z-t J 

tEI(x) 
zEC 
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Tada vazi 

( 2. 2 • 6) I Rn ( f; x) I LM 
If (x) -P n (x) 1.::_ n+ 2 I w (x) I· 

2nr(x) 

Dokaz. Neka t € I (x). Na osnovu Cauchy eve integralne 

formule za regularne funkcije vazi 

Sl. 2.2.2 

f (n+l) (t) (n+l)! f f(z) dz. 
211i r (z-t) n+2 

Imajuci u vidu uvedene pret

postavke (videti, takodje, 

sl. 2.2.2), zaklju~ujemo da je 

l£(n+l)(tll<(n+l)!. M L 
- 211 r(x)n+2 

Najzad, na osnovu (2.2.4) i 

poslednje nejednakosti dobija

mo (2. 2. 6). 

Razmotrimo sada problem optimalnog izbora interpolacionih 

~vorova kod interpolacije funkcija iz klase 

Nairne, odredicemo interpolacione ~vorove x ,x
1

, ••. ,x tako dave-
o n 

lic1.na 

(2. 2. 7) sup max I R (f ;x) I 
fECM xE[-1,1) n 

ima najmanju vrednost, Tada je, na osnovu (2.2.4), 

(2 0 2 0 8) max IR (f,xll.:: M max lw(xll. 
xE[-1,1] n - (n+l)! x€[-1,1] 
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Primetimo da u poslednjoj nejeilna,kosti nastupa jednakost ako 

je f polinom 

f(x) 

gde su c 1 (i =O,l,.,.,n) proizvoljni realni koeficijenti. 

S obzirom da desna strana u nejednakosti (2.2.8) ne za

visi od f, to je 

sup max IR (f;xll 
fECM xe [-1,1] n 

~ (n+Ml)! max lw<x>l 
x€ [.-1,1] 

Problem koji smo postavili, ocigledno se svodi na odre

djivanje polinoma 

Cije nule leze u [-1,1] i za koji je max lw(x) I minimalari. 
X E [-1,1] 

Resenje poslednjeg problema dato je u odeljku 2.2.14 

(teorema 2,14.1) ~ 

1 cos [<n+l)arcos x J. 
2n 

Dakle, interpolacioni cvorovi pri kojima velicina (2.2.7) 

ima najmanju vrednost su nule cebisevljevog polinoma (n+l)-og 

stepena Tn+l' tj. 

(2.2.9) 2k+l 
xk =cos 2\n+l) 1r (k = 0,1, ... ,n) 

Interpolacija kod koje su interpolacioni cvorovi uzeti 

kao u (2.2.9) naziva se Cebisevljevom interpolacijom. 

Razmotrimo sada jedan interesantan slucaj koji se javlja 

u praksi. Nairne, vrlo cesto kod konstrukcije interpolacionog po

linoma P n (xl, umesto sa tacnim ordinatama fk ="' f (xk)' prinudjeni 

smo da radimo sa nekim pribliznim vrednostima. fk (k = 0,1, ••• ,n). 

2• 
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"' u tom slucaju dobicemo umesto Pn(x), neki polinom Pn(x), pri 

cemu vaZi 

~ (x) - P (x) n n 

Ako je maksimalna apsolutna greska u ordinatama E, tj.ako je 

max I f:k- fk I ~ E, na osnovu prethodnog imamo 
O~k~n 

(2.2.10) 

Ove greske dolaze do izrazaja ako je n dovoljno veliko. Ovakav 

zakljucak sleduje na osnovu nejednakosti (G.Faber, S.N.Bernstein): 

n 
max I I Lk ( x) I ~ 

a~x~b k=O 

Wg(n+l) 

sliT 

Kada nije potreban opsti izraz za interpolacioni polinom, 

vee samo vrednost za neko konkretno x, koristi se Aitken ova sema, 

koja se sastoji u sukcesivnoj primeni sledecih izraza: 

A a, 1, ••• , n 

pri cemu je 

(k=O,l, ••. ,n); 

A 
0,1, ... ,n-1 

A1, 2, ••• ,n 

P (x) "' A n O,l, ••• ,n· 

(k=l, .•• ,n); 

X -X 
n 

Odredicemo priblizno f(27) na osnovu sledecih po-

dataka 
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X 14 17 31 35 

f(x} 68,7 64,0 44.0 39.1 

48.33, 

49.72. 

48.90, 

49.39, 

49.26. 

Najzad, 

1 149.39 14-271 
f(27) -p (27) =A = -- = 49.31. 

- 3 0,1,2,3 35-14 49.26 35-27 

Primer 2.2.5. Na osnovu vrednosti funkcije x 1+ f(x} = ex u tacka

ma x 0 = 0.40 i x1 = 0.42, Aitkenovom semom odredicemo vrednost 

ove funkcije za x = 0.411. Odgovarajuce vrednosti funkcije u da

tim tacmama uzecemo sa pet znacajnih cifara, tj. 
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f
0 

= 1, 4918 ;i 1.5220, 

Imamo 

1.4918 -o .on 
0.411 -A 

e = 0,1 
1 

~1.5084. 0.42-0.40 
1.5220 0,009 

u praksi se cesto jav1j'a zadatak odredjivanja vrednosti 

argumenta na osnovu zadate. vrednosti funkcije. Ovaj zadatak se 

res~va metodima inverzne interpo1acije. 

Ako je data funkcija monotona, zadatak inverzne inter

po1acije najjednostavnije se resava medjusobnom zamenom vredno

sti funkcije i argumenta, a zatim konstrukcijom interpo1acionog 
po1inoma. 

Primer 2.2.6. Odredimo prib1izno nu1u funkcije f, cije su vre

dnosti date u primeru 2. 2 .1. Lagrange ov interpo1acioni po1inom 
za funkciju yf+ f- 1

(y) je 

_jy:~10) (y-35) + O (y+1) (y-10) (y-35) 
P3(y) = (-1 ) (-1-2) (-1-10) (-1-35) (2+1) (2-10) (2-35) 

Cy+1) (y-2) (y-35) 3 (y+l) (y-2) Cy-10) 
+ 2 (10+1) (10-2) (l0-35) + (35+1) (35-2) (35-10) , 

odak1e, za y = o, dobijamo nu1u funkcije f 

Primedba 2.2.1. u prob1emima inverzne interpo1acije pogodno je 

koristiti se Aitkenovim metodom, 

za funkciju f datu svojim vrednostima fk = f(xk) u tao

kama xk (k=0,1, .•. ,n), definisacemo najpre pode1jene raz1ike. 
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Definicija 2.3.1. Kolicnik 

f(x1 l - f(x
0

) 

X!- Xo 

naziva se podeljena razlika prvog reda (funkcije f u tackama 

x
0 

i x 1 1 i oznacava sa [x
0

,x1 ;fJ. 

Podeljena razlika reda r definise se rekurzivno pomocu 

pri cemu je [x;f] = f(x). 

[x1 , ... ,xr,fJ-[x
0

, ••• ,xr-l'f] 

X -X r o 
q 

Relacija (2.3.1) omogucava konstrukciju tablice podelje

nih razlika 

X f 
0 0 

[x
0

,x1 ;fJ 
xl fl 

[x1 ,x2 ; f) 
[x

0
,x1 ,x2 ;f] 

(x
0

,x1 ,x2 ,x3 ;f] 
xz f2 

[x2 , x 3 ; fJ 
[x1 ,x2 ,x3 ;t] 

x3 f3 

Moze se pokazati da podeljena razlika reda r ima oso

binu linearnosti, tj. da je 

gde su c
1 

i c 2 proizvoljne konstante. 

Kako je, na osnovu definicije 2.3,1, 

indukcijom se lako pokazuje da vazi formula 
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r f (xi) 
[xo,xl, •. • ,xr;f] = I , ( ) ' 

i=O I•• xi 

Maternatickom indukcijorn se takodje rnoze dokazati slede

ci rezultat: 

Teorerna 2. 3 .1. Neka f € en [a,b] i neka je ispunjen uslov (2. 2 .1) • 

Tada, za svako r ~ n, vazi formula 

1 tl 
J J 
0 0 

tr-1 (r) . r 
J f (x + L (x.-x._1 )ti)dt1dt2 ... dt 
o 0 i=l ~ ~ r 

Primedba 2.3.1. Prirnenjujuci teorernu o srednjoj vrednosti inte

grala, iz poslednje jednakosti sleduje 

(a < t; < b) • 

'II 

Uzirnajuci u poslednjoj jednakosti da xi-+ x
0 

(i = 1, .•. ,r} 

zakljucujerno da 

C2.3.2Y 

Izrazicemo sada vrednost funkcije f (xr) (r ~ n) pomocu po

deljenih razlika [x
0

, ••• ,xi;f] (i=O,l, ••. ,r). 

Za r=l, na osnovu definicije 2.3.1. imarno 

Slicno je, za r = 2, 

f(x1 ) + Cx
2
-x

1
) [x

1
,x

2
;f] 

(f(x
0

)+Cx
1
-x

0
) [x

0
,x

1
;f] )+(x

2
-x

1
} ( [x

0
,x1 ;f] + 

+ Cx2-x
0

) [x
0

,x1 ,x
2
;f]l, 
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u opstem slucaju vazi 

(2.3,3) 

Koriscenjern podeljenih razlika rnoze se konstruisati in

terpolacioni polinorn za skup podataka (xk,f(xk)) (k=O, ••• ,n). 
Nairne, ovaj polinorn irna oblik 

i naziva se Newtonov interpolacioni polinorn. 

Da bisrno dokazali poslednju formulu dovoljno je prirneti

ti da je deg(Pn(x)),:;.n ida je Pn(xr) = f(xr) (r = O,l, •• ,,n). 
Poslednje tvrdjenje sleduje iz (2.3.3). 

S obzirorn na jedinstvenost algebarskog interpolacionog 

polinorna zakljucujerno da je Newtonov interpolacioni polinorn ekvi

valentan sa Lagrangeovirn. Prirnetirno da konstrukcija Newtonovog 

interpolacionog polinorna zahteva prethodno forrniranje tablice po

deljenih razlika, sto nije bio slucaj kod Lagrange ove interpo

lacije. S druge strane, kada·hocerno da srnanjirno gresku u inter

polaciji uvodjenjern novog in~erpolacionog cvora, Newton ov poli

nom je znatno pogodniji od Lagrangeoyog, jer ne zahteva ponav

ljanje celog racunskog postupka. Nairne, kod Newtonove interpola

cije irnarno 

Teorerna 2.3.2. Ako funkcija f irna konacne vrednosti u tackama 

X ,x1 ,,,,,X ,x, Vazi formula o n 

(2.3.4) 



26 6. INTERPOLACIJA I APROKSIMACIJA 

Dokaz. Stavimo r=n+1 i xr=x, Tada iz (2,3.3) s1eduje 

cime je dokaz zavrsen. 

Primedba 2.3.2. Kako je na osnovu primec'l.be 2.3,1 

[x
0

,x
1

, ••• ,xn,x;f] = 1 f(n+l) (1;;) (n+l)! (a< t; <b) , 

ostatak (2.3.4) se moze svesti na Lagrangeov oblik. 

Primedba 2.3.3. Ako u Newtonovom interpolacionorn polinornu Pn 

uzmemo da x1+ x
0 

(i=1, ..• ,n), na osnovu (2.3.2) zakljucujerno 

da se on svodi na Taylorov po1inorn. 

Primer 2. 3.1, Na osnovu vrednosti funkcije x H- ch x 

k. 0 1 2 3 

xk o.o 0.2 o.5 1.0 

f(xk) 1.0000000 1.0200668 1.1276260 1.5430806 

irnarno s1edecu tablicu pode1jenih razlika 

k [xk, xk+l; f] [xk ,xk+l ,xk+2; f] [xk ,xk+1'xk+2 ,xk+3 if] 

0 0.1003338 

l 0,3585307 0.5163938 0,0740795 
2 0.5904733 

3 0,8309093 

odak1e je Newtonov interpo1acioni po1inom 

P3 (x) = 1. + 0.1003338x + 0.5163938x(x-0.2) 

+ 0.0740795x(x-0.2) (x-0.5). 
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Na primer, za x = 0,3, imamo 

ch 0,3 ~ P3 (0.3) = 1.0451474. 

Dobijeni rezu1tat je tacan na prve tri decima1e. 

u ranijem iz1aganju (videti ode1jak 1.3.1) koristi1i smo 

se operatorom konacne raz1ike, definisanog na skupu funkcija sa 

(2. 4 .1) 6f(x) = f(x+h) - f(x) (h=const>O), 

a na skupu nizova pomocu 

Ako se eksp1icitno ze1i istaci korak h u definiciji 

(2.4.1), tada se u oznaci operatora u indeksu pise h, tj. 6h· 

U ode1jku 1.3.1 takodje smo videli kako se definise ite

rirani operator, tj. stepen operatora 6. Nairne, 

Na osnovu ove definicije, matematickom indukcijom, 1ako 

se dokazuju formu1e 

6kf(x) 
k 

(-1)i (~)f(x+(k-i)h), (2. 4.2) I 
i=O 

k 
(~) 6if(x). (2.4.3) f(x+khl !: 

i=o ~ 

Pored operatora 6, u numerickoj ana1izi, uvodi se jos 

neko1iko standardnih operatora, koji se nazivaju operatori kona-
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cne razlike ili diferencni operator!. Sa ovim operatorima spro

vodi se formalni racun zasnovan na pravilima algebre i analize, 

i kao takav se cesto pokazuje kao elegantno sredstvo za formira

nje raznih aproksimacionih formula. Ovaj racun naziva se racun 

konacnih razlika. 

Na skupu neprekidnih funkcija definisacemo operatore: 

10 Ef (x) = f (x+h) (operator pomeranja), 

20 ll f (x) = f (x+h) -f (x) (operator prednje razlike}, 

30 Vf(x) = f(x)-f(x-h) (operator zadnje razlike), 

40 h h of(x) =f(x+ 2 )-f(x-2) (operator centralne razlike), 

50 1 h h llf(x) = 2 (f(x+ 2 ) +f(x-2)) (operator usrednjavanja) , 

60 lf(x) = f(.x} (identicki operator}, 

70 
x+h 

Jf(.x) = f f(t)dt (operator integracije). 
X 

Na skupu diferencijabilnih funkcija definisimo i opera-

tor 

3° Df (x) = f' (x) (operator diferen~iranja). 

Reci cemo da su dva operatora A i B jednaka ako je 

Af(x} = Bf(x) za svaku funkciju f za koju su operatori A i B 

definisani. 

Jedan od osnovnih problema !-:oji se namece je nalazenje 
! ' 

veza izmedju pojedinih operatora. Pre nego sto predjemo na re-
, ! 

savanje ovog problema, ukazacemo na neke' opste osobine. 

SaL oznacimo skup prethodno definisanih operatora, tj. 

L = {E,li,V,o,ll, 1, D, J}. 

a) Svald operator A E L je linearan, tj, vazi 
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za svako rea1no A
1 

i A
2 

i svako f i g iz domena definisanosti 

operatora A. 

b) Za A,B E L, vazi komutativnost AB = BA, tj. 

A(Bf(x)) = B(Af(x)). 

c) Ako operator A E L ima inverzni operator A - 1 , tada je 

Primer 2.4.1. Dokazimo osobinu b), na primer, za operatore b i 

E. Imamo 

b (Ef (x)) = b ( f (x+h)) = f (x+2h) - f (x+h) = Ef (x+h) - Ef (x) 

=E(f(x+h) -f(x)) =E(bf(x)). 

Primer 2.4.2. Neka je g(x) = Ef(x) = f(x+h). Tada je f(x) =g(x-h), 

tj. f(x) =E-1g(x). Dak1e, operator E- 1 je pomerajuci unazad. 

Ako definisemo zbir operatora c =A+ B pomocu 

Cf(x) = (A+B)f(x) = Af(x) +Bf(x), 

vaze pravi1a 

A + B B +A, 

A(B +C) AB + AC, 

(A+B) + C = A+ (B +C). 

Kako je Ekf(x) ,;, E(Ek- 1f(x).) = f(x+kh) (kEN), tj. kako 
k iterirani operator E primenjen na f(x) daje f(x+kh), 1ogicno se 

namece definisanje stepena operatora za proizvo1jni iz1ozi1ac 

s1edecom jednakoscu 

(pER). 

Predjimo sada na utvrdjivanje forma1nih veza izmedju po

jedinih operatora. 
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11. + 0 0 .. 0 

Primenom racuna konacnih razlika mogu se izvesti razli

cite interpolacione formule u ekvidistantnim cvorovima. u ovom 
odeljku dacemo samo Newtonove interpolacione formule. 

Neka je funkcija f data na [a,b] parovima vrednosti 

(~,fk), gde je fk=f(~) i ~=x0 +kh (k=O,l, .•• ,n). 

Za dati skup podataka moze se formirati tablica konac
nih raz1ika. Na sl. 2.5.1 data je tab1ica formirana primenom 
operatora 11. 

xo f 
0 

-11f 
.,.--o-..._2 

xl f 11 f 
1.__ -- 0-- 11 3f 11f 
..- 1,.___ 2 _- o-_ 4 

x2 f2 11 fl -- 11 f 0 

........_H -- -- 11
3
f 

-- 2~ 2 -- 1 ......._ 
x3 f3 11 f2 

'11f-- ~ 

x4 
..--3'-.... 

f4 

Sl. 2.5 .1 

x-x 
Neka je x = x

0 
+ph ( 0 ~ p ~ n) , tj . p = T. Kako je 

Ep = ( 1 + 11)p 

imamo 
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tj. 

(2 .s .1) 
n k 

f(x
0

+ph) = I (k)ll f +R (f;x), 
k=O . o n 

gde je ostatak Rn _ Rn ( f ;x), s obzirom na jedinstvenost interpo

lacionog polinoma, isti kao kod Lagrange ave interpolacione for

mule, tj. 

hn+l (n+l) 
R

0
(f;x) = (n+l)! p(p-l), •. (p-n)f (~), 

Polinom 

(2.5.2) 

dobijen na ovaj nacHn, naziva se prvi Newton ov interpolacioni 

polinom. Primetimo da se ovaj polinom moze definisati i rekur

zivno pomocu 

(k=l, ... ,n), 

Polinom (2.5.2) se moze predstaviti i u razvijenom 

obliku 

P (x) = f + pllf +£1E::.!l 1:; 
2f + n o o 2! o· 

tj. 
t:;f ~:; 2 f 

P
0

(x) = f +__Q(x-x ) +--0 (x-x ) (x-x ) + •.• 
0 h 0 2!h2 0 1 

t:;nf 
+ --0 (x-x ) (x-x

1
l ... (x-x 1 ) . 

n!hn o n-

Prvi Newton ov interpolacioni polinom se koristi u slu

ca;evima kada se interpolacija izvodi na pocetku intervala, tj. 

3 NumeriCka analiza, II deo 
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u okolini tacke x
0

• Ako se koristi za priblizno izracunavanje 

vrednosti funkcije f za x<x
0

, kazemo da se radi o ekstrapolaci

ji funkcije, 

Formirajmo sada tablicu konacnih razlika, koristeci se 

operatorom v (sl. 2.5.2). 

X 
n 

Sl. 2.5.2 

x-x 
Neka je x=xn+ph (0~-p~n), tj. p=T· Kako je 

dobijamo 

+., 
£ip+l) ..• (p+k-l) kf 

= kio kt v n. 

za f (xn +ph) cesto se koristi oznaka fn+p 

Koristeci se razlikama zakljucno sa redom n, na osnovu 

poslednje jednakosti dobijamo drugu Newtonovu interpolacionu 

formulu 

P () =f +pvf +J2(p+l) v2 f + .•. +p(p+l).;.(p+n-l)Vnf, 
n x n n 2! n n. n 
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tj. 
Vf v2

f 
P (x) = f +---.!!(x-x ) +--n(x-x ) (x-x ) + ••• 

n n h n 21 h2 n n-1 

pri cemu se ostatak moze izraziti u ob1iku 

R ( f; x) n 
hn+1 (n+1) 
(n+l)! p(p+l) ••• (p+n)f (I;) 

Primer 2.5.1. Nadjimo prvi i drugi Newtonov interpo1acioni po1i

nom za skup podataka {(xk,fk)} = {(-1,-3),(0,-5),(1,1),(2,21)}. 

Na osnovu tab1ice, formirane pomocu operatora /).' 

xk fk /).fk r}f k 
/).3f 

k 

-1 @ 
@ 

0 -5 0 
6 0 l 1 14 

20 
2 21 

na1azimo prvi Newtonov interpo1acioni po1inom 

P3 (x) = -3 + (-2) (x+1) +~(x+l) (x-0) + 3
6
1 (x+l) (x-0) (x-1) 

= x3 + 4x2 + x - 5. 

Primetimo da su zaokruzeni e1ementi u tab1ici korisceni za kon

strukciju ovog po1inoma. 

S obzirom da je 

zak1jucujemo da nije potrebno formirati tab1icu pomocu operatora 

'V, jer je identicna sa prethodno dobijeno:r.o tablicom, u kojoj tre-

3* 
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ba samo izvrsiti pomeranje indeksa. Drugi Newtonov interpola

cioni polinom ima oblik 

14 6 P
3 

(x) = 21+20 (x-2) + 2(x-2) (x-1)+ TI (x-2) (x-1) (x-0). 

Na kraju proucimo kako se slucajna greska u vrednosti 

funkcije u nekom od interpolac~onih cvorova manifestuje u tab

lici konacnih razlika. Neka je, na pri~er, umesto vrednosti fk 

uzeta vrednost fk + e:. Tablica dobijena primenom operatora 11 

data je na sl. 2.5.3, 

Sl. 2.5.3 

Na osnovu ove tablice, mozemo zakljuciti da greska ko

ja se pojavila u vrednosti fk cini pogresnim razlike 
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3 {', fk, itd. 

:.~ m m i ;:;.tavise, greska u razlici D. fk-m+i (i=O,l, ••• ,m) je c1 >C-l) e:. 

Znajuci ovaj zakon rasprostiranja greske u tablici konacnih raz

lika, mogucno je, u nekim slucajevima, naci izvor greske i ot

kloniti ga (videti ~5]). 

Sa numerickog stanovista Newtonovi interpolacioni polinami 

nisu narocito pogodni, pa se u praksi koriste uglavnom interpola

cioni polinomi sa centralnim razlikama. 

u ovom odeljku razmotricemo jednu opstu klasu interpo

lacionih formula, koja kao partikularne slucajeve sadrzi Newto

nove interpolacione formule. 

Neka je funkcija f tabelirana na skupu tacaka 

gde je m fiksiran prirodan broj i h = const > 0. Sa fk oznacimo 

vrednost funkcije u tacki xk = x
0

+kh (k=O, ±1, ••. , ±m). 

Tablicu koja sadrzi sve mogucne razlike (diference) funk

cije f na skupu Gm nazivacemo centralnom tablicom razlika (dife
renci). Tako na skupu G3 imamo sledece centralne tablice: 

1° Centralnu tablicu prednjih razlika (sl. 2,6.1), 

2° Centralnu tablicu centralnih razlika (sl, 2.6.2). 
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x_3 f -3 H -3 
x_2 f_2 t,2f 

-3 
H_2 t,3f 

-3 
x_l f t,2f t,ltf 

-3 -1 
H -2 t,3f t,Sf 

-1 -2 -3 
xo fo t,2f t,ltf t,Gf 

-3 
lifo 

-1 t,3f -2 t,Sf 
-1 -2 

x1 fl t,2f ll 4 f -1 
Hl 

0 t,3f 
0 

x2 f2 t,2f 
H2 

1 

x3 f3 

Sl. 2.6.1 

x_3 3 

x_2 f_2 
/)f-5/2 

a 2f -2 

x_l f_l 
Of-3/2 

a2f 
a3f-3/2 

o4f -1 -1 

xo fo 
Of-1/2 

a 2f 
1)3f_1/2 

o4f 
asf_1/2 

a 6 f 0 0 0 

x1 f1 
Of1/2 o2f 

a3fl/2 
o4f 

asf1/2 
1 1 

x2 f2 
Qf3/2 

a 2f 
a3f3/2 

2 

x3 f3 
Of5/2 

Sl. 2.6.2 

Imajuci u vidu jednakosti 

f1rf ='VrErf = 'Vrf f1rf = ~rEr/2f =~rf ( 1 2 ) 
k k k+r ' k " k " k+r/2 r= ' '· • · ' 

vidimo da se iz tablice prednjih razlika lako dolazi do tabli

ce zadnjih razlika, ili tablice centralnih razlika, prostim po
meranjem indeksa. 

Ako uvedemo smenu x=x0+ph i stavimo fp =f(x), prva New

tonova interpolaciona formula (2.5.1) se moze predstaviti kao 
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(2. 6 .1) p p 2 p 3 
fp = fo + ( 1) t:,fo + ( 2) r:, fo + ( 3) r:, fo + ·' ·' 

a pomocu operatora centralne razlike u obliku 

Posmatrajmo opsti clan (P)r:,qf u formuli (2.6.1). Medju
q 0 

sobnim mnozenjem jednakosti 

dobijamo 

tj. 

(2.6.2) 

Poslednjoj jednakosti moze se pridruziti dijagram 

r:,q+lf 
k 

koji se naziva romboidni dijagram. Smisao ovog pridruzivanja 

je da se kretanjem od krajnjeg levog do krajnjeg desnog teme

na romba po bilo kojoj grani (gornjoj ili donjoj), uz usputno 

"tezinsko" sabiranje velicina na koje nailazimo,dobija isti 

rezultat. Clan koji uzimamo u zbir formiramo na sledeci nacin: 

Ako krecuci se po grani romboidnog dijagrama naidjemo na dife

rencu dolazeci po uzlaznoj (silaznoj) putanji, tada tu diferen

cu mnozimo binomnim koeficijentom koji se nalazi ispod (iznad) 

te putanje. Tako putanji 
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Od opisanih rombova mogucno je sastaviti romboidnu mre

zu (sl. 2. 6. 3) • 

Osim uzlaznih i silaznih putanj'a mogu se formirati i ho

rizontalne putanje, na primer, 

Ako se krecemo po takvoj putanji clan koji se uzima u zbir jed

nak je proizvodu odgovarajuceg clana na koji se naidje na puta

nji i aritmeticke sredine clanova iznad i ispod njega. Tako za 

prethodno navedenu putanju imamo zbir 

Svakoj putanji u romboidnoj mrezi odgovara jedna inter

polaciona formula. Prvoj Newtonovoj formuli odgovara putanja 

(2.6,3) 

sa numerickog stanovista, za interpolaciju funkcije u 

tacki x, pogodne su interpolacione formule koje koriste infor

maciju o vrednostima funkcije u interpolacionim cvorovirna koji 

se nalaze, kako ~spred, tako i iza vrednosti x, ito nije bio 

slucaj sa Newtonovim formularna. 

u daljem tekstu dajemo pregled vaznijih interpolacionih 

formula: 

1° Prva Newtonova interpol~ciona formula 0dgovara pu

tanji (2.6.3) i data je pomocu (2.6.1). 

2° oruga Newtonova interpolaciona formula odgovara putanji 
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Sl. 2.6.3 

i data je porno6u 
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Primetimo da je ovde drugi Newtonov polinom konstruisan u tac

ki x
0

, a ne u xn kao u odeljku 6.2.5. 

3° Prva Gaussova interpolaciona formula odgovara putanji 

4 
/). f_2,' '. 

i data je pomocu 

4° Druga Gaussova interpolaciona formula odgovara puta-

nji 

i moze se predstaviti u obliku 

5° Stirlingova interpolaciona formula odgovara putanji 

i shodno ranije datim pravilima moze se predstaviti u obliku 

f p 
1 p 1 p+l p 2 

fo +2( 6f-1 + 6fo) <1> +2( (" 2 ) + <2> ){). f_l 

+.!({).3f +{).3f ) (p+l) + ((p+2) + (P+'l)) 64f + ... 
2 -2 -1 3 4 4 -2 • 

Primetimo da se Stirlingova formula dobija kao aritmeticka sre

dina prve i druge Gaussove interpolacione formule. 

6° Besselova interpolaciona formula odgovara horizontal
noj putanji 
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i ima oblik 

Na sl. 2.6.4 navedene su putanje ovih interpolacionih 

formula. 

1 

Druga Newtonova formula 

Prva Newtonova formula 

Druga Gaussova formula 

Prva Gaussova formula 

Besselova formula 

Stirlingova formula 

Sl. 2.6.4 

Za interpolaciju funkcija najcesce se koristi Stirling

ova i Besselova formula. Stirlingova'formula se koristi kada je 

lpl ~0.25, a Besselova kada je 0.25 ~ IPI ~0.75. 

U ovom odeljku cemo izneti neke ~ezultate koji se odnose 

na konvergenciju interpolacionog polinoma P ka funkciji f na 
n 
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segmentu [a,b], kada U7+oo. 

Definicija 2.7.1. Kazemo da je na segmentu [a,b] zadat interpo-

1acioni proces ako je data beskonacna trougaona matrica cvorova 

(2.7.1) X 

takva da se u svakoj njenoj vrsti na1aze razlicite tacke segmen

ta [a,b], tj. da je 

a<x(n) <X(n) < ••• <xn(n)_!= b. 
= 0 1 -

Uzimajuci jednu vrstu iz matrice :K, za svako f E C [a,b] 
moguce je formirati, na primer, Lagrangeuv interpolacioni poli

nom stepena ne viseg od n, 

(2. 7. 2) 

gde su 

L k(x) n, 

n (n) L f(xk )L k(x), 
k=O n, 

(x-x(n))w'(x(n))' wn(x) 
k n k 

n 
II (x-x (n)). 

k=O k 

Definicija 2.7.2. Interpo1acioni proces, dat pomocu (2.7.1), kon

vergira ka funkciji f u tacki x e [a,b], ako je lim p n (f ;x) = f (x). 
n++oo 

Konvergencija je ravnomerna ako Pn(f;x) konvergira ravnomerno ka 
f (x) na [a,b]. 

G.Faber je dokazao sledeci rezultat: 
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Teorerna 2.7.1. Za svaki interpo1acioni proces na [a,b] postoji 

neprekidna funkcija f za koju Pn(x) ne konvergira ravnornerno ka 

f(x). 

Rezu1tat se rnoze forrnu1isati i u srnis1u da ne postoji 

trougaona rnatrica cvorova X takva da odgovarajuci interpo1aci

oni proces konvergira ravnornerno za svaku neprekidnu funkciju. 

Medjutirn, rnoze se pokazati da se za svaku neprekidnu funkciju 

na [a,b] rnoze naci trougaana rnatrica cvorava X takva da odgo

varajuci interpo1aciani proces ravnarnerno konvergira. Ova je 

rezu1tat Marcinkiewicza. 

Na jedan karakteristican primer, koj i je u vezi sa teo-. 

rernarn 2.7.1, ukazaa je Runge. Nairne, aka je na [a,b] = [-5,5] 

dat interpa1acioni praces sa ekvidistantnirn cvaravirna 

(k=0,1, ••. ,n), 

rnoze se pakazati da za f(x) - 1- irnarno 
1+x2 

-5 

max If (x) - P n (x) I+ + "' 
-5~x~5 

PlO(x) 

2 

Sl. 2. 7 .1 

(n++oo). 

X 

Na s1. 2. 7.1 prikazan je interpo1acioni palinarn za n = 10. 

Pastav1ja se pitanje za kakvu ce k1asu funkcija svaki 

interpo1acioni proces biti konvergentan. Odgovor na ovo pitanje 
daje s1edeca teorerna. 
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Teorema 2.7.2. Ako je f cela funkcija, tj. ako je regularna u 

celoj kompleksnoj ravni C i f (t) E R za t E [a,b], tada svaki 

interpolacioni proces ravnomerno konvergira,tj. 

(2. 7. 3) max If (x) - P n (x) I -+ 0 
a~x~b 

( n-++oo) • 

Dokaz. Pokazimo najpre da za svako q > 0 egzistira neko 

c ~0, tako da je za svako n E N 

(2. 7. 4) n+l 
< cq 

Jasno je dace konvergencija (2.7.3) biti prisutna, na osnovu 

(2. 7. 4) , ako izaberemo q < 1. 

Da bismo dokazali (2.7.4) iskoristicemo tvrdjenje teo

rerne 2.2.4, pri cernu je sada G=C, jer je funkcija f cela. U 

tom slucaju za proizvoljno izabrano q > 0, mozerno izabrati kontu

ru r tako da je 

b-a 
q 

< r, 

gde je r rastojanje intervala [a,b] od krive r, tj. 

r=d C[a,b],rl min It- z I· 
tE [a ,b] 
zEr 

Tada, na osnovu (2.2.6), irnarno 

(2.7.5) 

gde je L duzina krive r i M = maxlf(z) I· Kako je lu•n(x) I~ (b-a)n+l 
zEr 

za svako x E [a,b], na osnovu (2.7.5) 1 zakljucujerno da je 

LM b-a n+l LM n+l 
If (x) - P n (x) I ~ 211 r <r;> ~ 211r q 
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sto znaci da (2.7.4) vazi 

kaz teoreme zavrsen. 

LM ako za c uzmemo c = 211 r. Ovim je do-

U vezi sa konvergencijom interpolacionih procesa su 

Lebesgueova funkcija i Lebesgueova konstanta. Pomo6u svake vr-

ste matrice (2.7.1) moze da se definise operator P :c[a,b] +C[a,b], 
n 

pomo6u P nf = Pn (f ;x). Dakle, svakoj neprekidnoj funkciji na [a,b] , 

ovaj operator pridruzuje interpolacioni polinom Pn(x)=Pn(f;x), 

koji je, takodje, element prostora c[a,b]. 

Operator Pn je linearan, jer je aditivan Pn(f+g) = 
P nf + Pn g i homogen P n (cf) = cP nf. Ako je f polinom ne viseg 

stepena od n, tada je Pnf =f. 

u prostoru c[a,b] mozemo definisati i jednu funkcionelu 

pomo6u interpolacionog polinoma, uzimanjem jedne fiksne tacke 

X E [a,b]. Tu funkcionelu 6emo oznacavati sa P (• ,X). 
n 

Definicija 2.7.3. Funkciju ln: [a,b] +R+, definisanu tako da je 

njena vrednost u tacki x jednaka normi funkcionele P (·,x), tj. 
n 

(x E [a,b]) 1 

nazivamo Lebesqueovom funkcijom. 

Definicija 2.7.4. Normu operatora P :c[a,b] +C[a,b], definisanog 
---..;.....---'-"- n 
pomo6u Pnf Pn(f;x), nazivamo konstantom Lebesguea i oznacavamo 

sa >.n. 

Na osnovu prethodnih definicija neposredno zakljucujemo 

da za svako f ec[a,b] vaze ne'jednakosti 

(2. 7. 6) 

gde je 11£11 = max lf(x) 1. 
a~x~b 

(x E [a,b]), 

Koris6enjem interpolacionih cvorova x~n) (k = 0,1, ..• ,n) 

lako se mogu na6i eksplicitni izrazi za A (x) i A : 
n n 
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(2.7.7) 
n n w (x) 

1 
'- (x) = L IL k(x>l= L I t) ( } ' 
n k=O n, k=O (x-x n )w'(xkn) 

k n 

(2. 7. 8) 

Zaista, ako podjemo od Lagrangeove interpolacione for

mule (2.7.2) dobijamo 

n 

IP n (f;x) I ~II fllklo ILn,k (x) I• 

n 
(2. 7.9) I!Pn(.;xlll~}: IL k(x)l, 

k=O n, 

gde je x fiksirana tacka iz [a,b]. Definisimo sada neprekidnu 
. - . - (n) 

funkciJU tt-+f(t), takvu da Je f(xk ) =sgnLn,k(x) (k=0,1, ... ,n), 

da je linearna na [~~i• x~n)J (k=1, ... ,n) ida je konstantna 

na [a, x6n)J i [x~nl,b]. Tada je ll'fll=1 i 

(2,7.10) 
n n 

P (f;x)=}: (sgnL k(x))L k(x)=}: IL k(xll, 
n k=O n, n, k=O n, 

pa iz (2,7.6) za f=f, s1eduje 

sto zajedno sa (2.7.9) daje (2.7.7). 

-Primetimo da je funkcija An(x) neprekidna. Sax oznaci-

mo onu tacku iz [a,b] za koju je max A (x) = A (x) i u (2. 7.10) 
- a=<X=<b n n stavimo takvo x. Tada imamo 

(2. 7 .11) 

pri cemu smo koristi1i i drugu nejednakost u (2. 7 .6) za f = f 
( 11111 = 1). 
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S druge strane, na osnovu prve nejednakosti u (2.7.6), 
imamo 

odak1e zak1jucujemo da za normu operatora P vazi ocena 
n 

(2.7.12) An = !!Pnll,:;, max An (x). 
a,:;,x,:;,b 

Iz nejednakosti (2,7.11) i (2.7.12) s1eduje \2.7.8). 

Primer 2.7.1. Lebesgueova funkcija kod Cebisev1jeve interpo1a
cije na [-1,1] je 

n I T +1 (x) I A (x) = l: n , 
n k=O (x-x(n))T' (x(n)) 

k n+l k 

gde je Tn+1 Cebisev1jev po1inom, a x~n) njegove nu1e odredjene 

(2 2 9 ) Ak t . . (2k+1)1r (k 0 1 ) . sa • , • o s av~mo x=cos0 ~0Jc= 2 (n+ 1 ) = , , ••• ,n, ~ma-
mo 

, (x) = lcos(n+l)01 ~ I sin°k I 
"n n + 1 k;O cos 0-cos 0k 

tj. 

(2.7.13) A (x) = cos (n+1) 0 l: ctg __ k _ ctg __ k • I I n I 0+0 0-0 I 
n 2 (n+l) k=O 2 2 

Moze se pokazati (videti, na primer, [33 , str. 94-96]) da se 

maksimum u (2.7.13) postize za 0 = O, tj. x=1, tako da imarno 

1 n 0k 
A =A. ( 1) = n+ 1 l: ctg -2 • 

n n k=O 

Jedna ocena za Lebesgueovu konstantu An moze da se da u ob1iku 

An < ~ R.ogn + 4 • 
4 NumeriCka analiza, II deo 
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Za dokaz ove nejednakosti u kojoj se konstanta 4 moze pobo1j

sati, treba razmotriti jednakost 

n n 
2 TIA = __ n __ L h(e ) + __ n __ L 

n n+l k=O k . n+l k=O ek ' 

gde je h(e) =ctg(G/2)- 2/0. Kako je h(e) < 0 na (O,n) imamo 

4 ~ 1 < lwgn+4. 
An ~ n k~O 2k+l n 

Primedba 2.7.1. Nejednakost (2.2.10) se moze iskazati u ob1iku 

Kao sto SinO prethodno napomenu1i Lebusgueova funkcija 

i konstanta su u uskoj vezi sa konvergencijom interpo1acionih 

procesa, Da bismo sag1eda1i ovu vezu, parale1no posmatrajmo niz 

polinoma najbolje aproksimacije {P~}nENo i odgovarajucu velici

nu najbolje aproksimacije 

E (f)= min l!f-pll = l!f-P~II, 
n pE :p 

n 

gde je 11·11 norma u c[a,b], tj. llfll= max lf(x) I i P skup svih 
a_:<:x~ n , 

a1gebarskih polinoma ne viseg stepena~oa n. S obzirom da P~ E·1~, 
polinom najbo1je aproksimacije P* je nepokretna tacka za pret-

n 
hodno uvedeni operator P :c[a,b] +C[a,b], jer je P (P*;x) =P*(x). n n n n 

Teorema 2.7.3. Neka fEC[a,b]. Ako je u nekoj tacki x=x (E[a,b]) 

ispunjen uslov 

(2. 7 .14) E (f) A (x) + 0 
n n 

tada je u toj tacki interpo1acioni proces za funkciju f konver

gentan. Ako sem toga 

(2. 7 .15) 

interpo1acioni proces ravnomerno konvergira. 

Dokaz. Primetimo, najpre, da En(f) +0, kada n++oo, Kako je 
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1 f(x)-P (f;x> 1 n 

(l+A (x) )E (f) 
n n 

na osnovu (2.7.14) zakljucujemo da Pn(f;x) +f(x), kada n++oo, 

Kako je 

iz uslova (2.7.15) sleduje ravnomerna konvergencija interpola
cionog procesa. 

u ovom odeljku obradicemo jedan opstiji interpolacioni 

problem. Nairne, neka su za funkciju f: [a,b] +R u interpolacio

nim cvorovima xi (i=O,l, ••.. ,m) poznate sledece vrednosti: 

(i = 0,1, ••• ,m}. 

Neka je broj podataka o funkciji f jednak n+l, tj. 

n+l = k
0 

+ k1 + ••• + km. Broj k1 se naziva visestrukost interpola

cionog cvora xi.. 

Posmatracemo sada samo interpolaciju algebarskim polino

mima, koja je poznata kao Hermiteova interpolacija. S obzirom 

na broj datih podataka o funkciji f, Hermiteov interpolacioni po

linom, u opstem slucaju,bice 
4* 
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Koeficijente ai ( i = 0,1, •.• , n) odredjujemo resavanjem 

sistema 1inearnih jednacina 

(2. 8 .1) H(j) (x.) = f(j) (x.) 
n ~ ~ 

(i=0,1,, •• ,m; j =0,1,.,.,ki-ll. 

Teorema 2.8.1. Sistem jednacin~ (2,8.1) ima jedinstveno resenje. 

Dokaz. Za dokaz ovog tvrdjenja c;!ovo1jno je pokazati da 

homogeni sistem jednacina 

(i=0,1,,..,m; j=0,1,. .• ,ki-1) 

ima samo trivija1no resenje ai =0 (i=0,1, ... ,n), tj. Hn(x) =o. 

u posmatranom s1ucaju, iz sistema s1eduje da je xi nu1a 

po1inoma Hn visestrukosti najmanje ki, sto znaci da zbir vise

strukosti svih nu1a po1inoma H nije manji od n+1 (=k +k
1

+ ••• +k ). 
n o m 

Kako je, medjutim, Hn po1inom stepena n, zak1jucujemo da on mo-

ra biti identicki jednak nu1i, cime je dokaz zavrsen, 

S obzirom da resavanje sistema 1inearnih jednacina (2.8.11) 

moze biti vr1o komp1ikovano, to se za konstrukciju Hermiteovog 

interpo1acionog po1inoma najcesce koristi jedan metod zasnovan 

na primeni Lagrangeove interpolacije, koji ukljucuje us1ove 

(2.8.1). Nairne, polinom Hn trazimo u ob1iku 

(2.8.2) 

gde je Pm Lagrangeov interpo1acioni po1inom dobijen samo na osno

vu datih podataka 0 vrednosti funkcije f u interpolacionim cvo

rovima, tj. na osnovu parova (xi, f(xi)) (i=0,1, ... ,m), a Hk za 

sada nepoznati polinom ciji je stepen takav da je k+m+1 = n. Pri

metimo da ovakva reprezentacija po1inoma H zahteva odredjivanje 
n 

po1inoma Hk. S obzirom da smo iskoristi1i informacije o vredno-

sti funkcije (za odredjivanje Pm)' na raspo1aganju su nam vredno

sti izvoda funkcije. Imajuci u vidu interpolacioni zahtev (2.8.1), 

to diferenciranjem (2.8.2) dobijamo potrebne us1ove za odredjiva-
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nje po1inoma Hk koji su opet tipa (2.8.1), samo sada za po1inom 

Hk. Ovo znaci da se metod konstrukcije Hermiteovog po1inoma mo

ze da zasnuje rekurzivno. 

Na osnovu prethodne teoreme po1inom koji se na ovaj na

cin dobija predstav1ja Hermiteov interpo1acioni po1inom. 

I1ustrovacemo ovaj metod na jednom primeru. 

Primer 2.8.1. Nadjimo Hermiteov interpo1acioni po1inom za funk

ciju f cije su vrednosti date u tabe1i 

X 0 1 2 

f(x) -1 1 9 

f' (x) -1 3 

f"(x) 10 

Kako je dato sest podataka, interpo1acioni po1inom, u op

stem s1ucaju, bice petog stepena. Potrazimo ga u ob1iku 

(2. 8. 3) H
5

(x) = P2 (x} +x(x-1)(x-2)H 2 (x), 

gde je P2 Lagrangeov interpo1acioni po1inom formiran na osnovu 

vrednosti funkci je f u tackama x = 0, x = 1, x = 2, tj. 

(- 1 ) (x-1) (x-2) + 1 (x-0) (x-2) + 3 (x-0) (x-1) 
P2 (x) (0-1) (0-2) (1-0) (1-2) (2-0) (2-1) 

2 =3x -x-1, 

a H
2 

za sada nepoznat po1inom ne viseg stepena od dva. Diferen

ciranjem (2.8.3) dobijamo 

HS (x) = Gx-1 + (3x 2-6x + 2)H 2 (x)+x(x-1) (x-2)H2 (x), 

odak1e, s obzirom na H5 (0) = f' (O) = -1 i H5 (1) = f' (1) = 3, 
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s1eduje H
2

(0) =0 i H
2

(1) =2. 

Kako je, da1je, 

HS (x) = 6 + 6 (x-1)H
2 

(x:) + (6x:2-12x:+4)H2 (x:) + x(x:-1) (x:-2)H2 (X) 

i H5 (0) = f" (0) = 10 dobijamo H2 (0) = 1. 

Prirnenimo sada isti postupak na odredjivanje po1inoma 

H
2 

na osnovu podataka 

Dak1e, irnamo 

H
2 

(x) = P
1 

(x) + x:(x:-1) a 

gde je 

( x-1 + 2 x:-0 
P 1 x) = 0 0-1 1-0 2x:. 

Ako stavirno x = 0, iz jednakosti Hi (x) = 2+(2x-1)a na1a

zimo da je a = 1. Tada je H2 {x) = x 2 + x • Prema tome 

5 4 3 2 H
5
(x)=x -2x -x +Sx -x-1. 

S1edeca teorerna daje ocenu greske kod Herrniteove inter

po1acije. 

Teorema 2.8.2 .• Neka f€Cn+1 [a,b] i x 1 E [a,b] (i=0,1, ••• ,m). Ta

da postoji ~E(a,b) takvo da je 

(2.8.4) 
f(n+l) ( ) 

R (f;x) = f(x) - H (x) = ~ f!n (x), 
n n (n+1)! 

gde je 

Dokaz. S1icno kao u dokazu teoreme 2.2.2, uvedimo pornoc

nu funkciju F sa 
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Neka je x proizvoljna tacka iz [a,b] i takva da se ne 

poklapa ni sa jednim od interpolacionih cvorova xi (i = 0,1, •.• ,m). 

Pomo6na funkcija F ima nule u tackama x ,x
1

, ... ,x , ciji 
o m 

je red visestrukosti najmanje k ,k
1

, .•• ,k respektivno. Konstan-o m 
tu Kn odredi6emo iz uslova da funkcija F ima nulu i u tacki x. 

Ovakva konstanta egzistira, s obzirom da je Qn(x) ~ 0, i iznosi 

(2 .8 .5) K 
n 

Na osnovu Rolleove teoreme, izvod F' ima bar m+l nula 

koje se nalaze izmedju nula funkcije F. S druge strane, funkcija 

F' ima nu1e i u tackama x
0

, x1 , ..• ,xm' ciji je red visestrukosti 

najmanje k0 -1, k1-1, ••• , km-1 respektivno. Dak1e, broj nula funk

cije F' na [a,b] je najmanje n+1 ( =(k
0

-1)+(k
1
-ll+ ••. +(km-l)+m+l), 

pri cemu se visestruka nula uzima onoliko puta koliki je njen red 
visestrukosti. 

Kako je H (n+1) (x} = 0 i Q (n+l} (x} 
n n 

(n+1)!, iz F(n+l) (f:)"'O 

s1eduje 

sto zajedno sa (2.8.5) daje 

S obzirom da je x proizvo1jn~ tacka iz [a,b], dokaz teo

reme je zavrsen. 

Za k
0

=k
1 

= ... =km=2 (n+1=2m+2}, (2.8.4} se svodi na 

f (2m+2} ( 0 2 
Rn (f;x) = (2m+2) 1 w(x) 

gde jew definisano pomo6u (2.2.3). u ovom s1ucaju Hermiteov in

terpo1acioni po1inom maze se izraziti eksplicitno pomo6u 
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gde su 

(2 .8 .6) 

gde je 

m m 
H ( x) = L u. ( x) f (xi ) + L v. ( x) f' ( x. ) , 

n i=O ~ i=O ~ ~ 

ui (x) = (1-2Lj_ (xi) (x-xi)) Li (x) 2 , 

2 Vi(x)=(x-xi)Li(x), 

Po1inom H
0 

se mole predstaviti i u ob1iku 

ko ko k1 
H

0
(x) =P

0
(x)+(x-x

0
) P1 (x)+(x-x

0
) (x-x

1
) P

2
(x) 

Na osnovu (2.8.1) i (2.8.6) mole se zak1juciti da je 

Pretpostavimo sada da su poznati po1inomi P
0

, ••• ,Pi_
1

• 

Tada se koeficijenti po1inoma Pi mogu naci jedan za drugim suk

cesivnim izracunavanjem izvoda polinoma Qi (x) u tacki x =xi, 
gde je 

i-1 k k. 1 
t 0 J-H (x) -P (x)- 1.. (x-x) •.• (x-x. 1 ) PJ.(x) n o .• 1 o J-

Na osnovu (2.8.6) nije tesko zak1juciti da je 
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Primer 2.8.2. Odredicemo Hermiteov interpolacioni polinom za 
funkciju f sa sledecim podacima 

(2.8.7) 

gde su 

i 

Nadalje, 

X xo 

f(x) fo 

f' (x) m 
0 

f" (x) Mo 

Na osnovu prethodnog imamo 

H (X) -P 
0 

(X) 

3 • 
(x-x

0
) 

xl 

fl 

ml 

Ml 

Tada, stavljajuci x = x1 , nalazimo koeficijente polino-
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gde smo stavili h = x1 - x
0

• 

DakJ.e, u opstem sLucaju, polinom H, dat pomocu (2.8.7), 
je petog stepena. Medjutim, polinom H je ne viseg stepena od 

treceg ako je a11 = a12 = 0, tj. ako su ispunjeni uslovi 

(2. 8, 8) 

Tada je 

1 2 m +m -- (M -M )h = -(f -f ) -1 0 6 1 0 h 1 0 • 

Napomenimo da jednakosti (2.8.8) igraju vaznu ulogu 
kod konstrukcije kubnih splajnova (videti odeljak 6.2.12). 

Kao sto je receno u odeljku 6.1.2
1
trigonometrijsku aprok

simaciju imamo ako za bazisne funkcije ~k uzmemo trigonometrij
ski bazis {1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x ... }. Uzmimo da je broj 

bazisnih funkcija n+l = 2m+l. Tada je aproksimaciona funkcija 

trigonometrijski polinom m-tog reda 

(2. 9 .1) 
1 m 

~ (x) = T (x) = -2 a + L (akcos kx + bk sin kx), 
m o k=l 

gde smo aproksimacione parametre oznacili sa ~ a
0

, ak, bk (k = 1, 
••• ,m). u ovom odeljku proucicemo problem trigonometrijske inter
polacije sa sistemom interpolacionih cvorova datih na [0,2rr) 

(2.9.2) 
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Neka su fj:: f(JCj) (j=O,l, ... ,2m) vrednosti funkcije koju ze

limo interpolirati pomocu (2.9.1). 

Odabrani sistem funkcija je cebisevljev, sto se moze 

dokazati direktnim odredjivanjem determinante sistema jednacina 
(2 .1.1): 

1 cos JC sin x
0 

cos m x
0 

sin m x
0 0 

1 cos "1 sin x1 cos m x1 sin m x1 
/::, 

1 cos " 2m sin " 2m cos m x2m sin m x2m 

Koriscenjem formula 

1 ikJC -ikx cos k x = 2<e + e ) , • J. ikx -ikJC 
s~nkx= 21 (e -e lu 

gde je i = A, elementi ove determinante mogu se izrazi ti u 

eksponencijalnom obliku. Za odredjivanje vrednosti determinante 

r::, primenimo sada sledeci postupak: 

1° Iz kolona izvucemo zajednicke faktore ~ i 2~; 

2° Elementima druge, cetvrte, •.• ,(2m)-te kolone dodajmo 

odgovarajuce elemente trece, pete,,,.,(2m+l)-ve kolone respektiv

no; 

3° Iz druge, cetvrte, ••. ,(2m)-te kolone izvucemo zajedni

cki faktor 2; 

4° Od elemenata trece, pete,, •• ,(2m+l)-ve kolone oduzmi

mo odgovarajuce elemente druge, cetvrte,.,., (2m)-te kolone res

pektivno; 

5° Iz trece, pete, .•• ,(2m+l)-ve kolone izvucemo zajedni

cki faktor (-1); 

6° Iz svake vrste izvucemo odgovarajuci faktor exp(-imxj) 

(j =0,1, ... ,2m); 

7° Odqovarajucom permutacijom kolona dobijamo Vandermonde-
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ovu determinantu. Broj potrebnih transpozicija je jednak m(m+1), 

sto je uvek paran broj. Zaista 1 za uredjenje niza (0, 1, -1, 

.•. ,m,-m) 'u rastuci niz je potrebno 

2m + (2m-2) + ••. + 2 = 2 m(m+l) m(m+1) 2 

transpozicija. 

Prema tome, imamo 

1 2 2m z ' zo zo 0 

1 2 2m 
j_-1)m 

z1 z1 z1 
!'>= e -im(xo + ... +x2m) 

2m im 

1 2 2m 
z2m z2m z2m 

gde smo stavili zj=exp(ixj) (j=0,1, ... ,2m). Na da1je, 

Kako je zk- zj = 2i exp (i xj;xk) sin xk~xj i 

2m k-1 
rr rr akJ' 

k=1 j=O 

na osnovu prethodnog imarno 

2 2 2m k-1 xk -xj 
2m rr ( n sin 2 ). 

k=l j=O 

s obzirom da interpolacioni cvorovi zadovo1javaju (2.9.2), 

zakljucujemo da je !'> ~ 0 sto znaci da je posmatrani sistem funk

cija Cebisevljev sistem i da odgovarajuci interpolacioni problem 

ima jedinstveno resenje. 

Slicno kao kod Lagrangeove interpolacije stavimo 



wk (x) 
2m 

11 
j=O 
j:fk 
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x-x . 
. ____J_ s1.n 2 • 

Trigonometrijski interpolacioni polinom (2.9.1) moze 

se izraziti u obliku 

(2. 9. 3) 

sin 
x-x. 

~)-
2 

sin 

Primer 2.9.1. Na osnovu podataka 

xk 0 11/3 11/2 211/3 311/2 

fk 7 3 2 4 2 

konstruisacemo trigonometrijski interpolacioni polinom T2 (x), 

s obzirom da je m = (5-1) /2 = 2. 

Kako je 11 11 211 311 
. x . x-3 x-2 . .x-3 . x--y 

s1.n2 sl.n--2- sin--2- s1.n--2-- sl.n--2--
w k (x) = --=----=----.....::_-------:o---

x-x . k s1.n - 2-

na osnovu (2.9.3), posle sredjivanja, dobijamo 

T2 (x) = 5-cosx+3cos2x. 

- fk 
Inace, numericke vrednosti koeficijenata ak - w k (xk) su redom 
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a
0

=32.3316l507, a1 =-48., a
2

=42.22333494, 

a
3

=-36.95041723, a 4 = 3.031499056. 

Razmotrimo sada jedan veoma vazan slucaj kada su cvoro

vi dati ekvidistantno na [0,2rr), tj. kada je xk= 2;k (k=O,l, 

••• ,n-1). Sa unapred zadatim vrednostima fk, u opstem slucaju 

kompleksnim, postavimo problem interpolacije pomocu trigonome

trijskog polinoma 

xi 2xi (n-l)xi 
(2. 9.4) ~(x) = c

0 
+ c 1e + c 2e t ... + cn_ 1e 

gde je i = 1-1 i ck (k = 0,1, ..• ,n·-1) kompleksne konstante koje 

treba odrediti iz interpolacionog uslova 

( 2. 9. 5) (k = 0,1, •.• ,n-1). 

Ako za svako k E z definisemo fk pomocu 

gde je t ceo broj takav da je O~k+tn~n-1 (periodicno produzenje 

funkcije f), tada zbog periodic~osti-funkcije eix zakljucujemo 

da je 

(k E Z). 

Ako stavimo 

P(w) ~ (x), 

(2.9.4) se svodi na 

a interpolacioni uslov (2.9.5) na 

(k = 0,1, ••• ,n-1). 
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Primetimo da je wmk wk = exp c2kmn i) (k, me Z). Takodje, m n 
za svako m € z, wm je koren binomne jednacine 

n n-1 n-2 w-1=(w-1)(w +w + ••. +w+1) 0. 

Kako je wm = 1 za svako m E L = { R-1 9. 

mE Z'\L, zak1jucujemo da je 

np, p E Z} i wm =f 1 za svako 

(2 .9 .6) n-1 --~no L w~ 
k=O 

(m € Z'-L) 1 

(mEL). 

U komp1eksnom n-dimenziona1nom vektorskom prostoru en 

definiSimo ska1arni proizvod dva vektora f = [f
0

f 1 ..• fn_ 1] T i 

g= [g
0

g 1 ... gn_ 1]T pomocu (videti ode1jak 2.1.3) 

gde g* oznacava vektor koji se dobija tronsponovanjem vektora g 
i konjugovanjem njegovih komponenata. Primetimo da su u odnosu 

na ovaj ska1arni proizvod vektori 

+ v = 
p 

ortogona1ni, tj, da je 

(2 .9. 7) 

Kako je 

(~ .~ ) = 0 
p q 

(pr!q), 

n-1 
(~p'~q) = L wP wq 

k=O k k 

(p = 0,1, .• ,n-1) 

n-1 
L wk 

k=O p-q' 

(p =q). 

na osnovu (2.9.6) zak1jucujemo da, zaista, vazi (2.9.7). 

Teorema 2.9.1. Pod interpo1acionim uslovom (2.9.5) koeficijenti 

polinoma (2.9.4) se mogu predstaviti u obliku 
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1 n-1 -j 
tJ. =- I fkwk 

J n k=O 

n-1 
.! '\' f exp(- 2kj,r i). 
n k~O k n 

n-1 
Dokaz. Kako je fk = 4> (xk) = }: 

j=O 

Ic.wj 
J 0 

}:cjwl = 

Ic.wj 1 J n-

k c.w. 
J J 

n-1 
I c. 

j=O J 

pa je, s obzirom na ortogonalnost (2.9.7), 

n-1 j 
. L cJ.wk 
J=O 

wj 
0 

wj 
1 

wj 
n-1 

1 n-1 -j 1 . ..,. 1 n-1 ..,. ..,. 
L fkwk =- ( f, v.) =- ( L c. v., v.) = cJ .• 

n k=O n J n j=O J J J 

imamo 

n-1 ..,. 
I c.v., 

j=O J J 

Jedna interesantna osobina "odsecka" interpo1acionog 
polinoma (2.9.4) 

moze se iskazati na sledeci nacin: 

Teorema 2.9.2. U skupu trigonometrijskih po1inoma ob1ika 

surna n-1 2 
S(':V )= L ifk-'!'r(xkll 

r k=O 

dostize minimum za ':Vr(x) = ~r(x). 

(r~n-1), 

DefiniSimo sada velicine a; i bj (j € Z) pomocu 



(2. 9. 8) 
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n-1 
a. = £ I f cos 2kjrr 2 n-1 2k' 

b.=- \' f . ~ 
J n k~O ksJ.n n • J n k=O k n ' 

Na osnovu teoreme 2.9.1 zak1jucujemo da je 

1 n-1 ( n-1 
\' fkwk- n- j) =.! \' j cn-j =- L L fkwk. 

n k=O n k=O 

Takodje, vazi 

(j = 1, ••• ,n-1). 

Prema tome, ako za dati skup podataka (xk,fk) (k= 0, 1, 

... ,n-1), sa xk= 2rr k, odredimo koeficijente a. i b. (j =0,1, •.• ) 
n J J 

pomocu (2.9.8), dobijamo interpo1acioni trigonometrijski po1inom: 

(2.9.9) 

ili 

1 m 
q, (x) = -

2 
a + I (akcos kx + bk sin kx), ako je n = 2m+l, 

0 k=1 

ako je n = 2m. 

Primedba 2. 9 .1. Ako imarno in.terpo1aciju periodicne funkcije sa 
T periodom T (urnesto 2rr), tada. uzimamo xk = n k (k = 0,1, ••• ,n-1) i 

gde je w = 2rr. 
T • 

U prethodnom ode1jku pojavi1a se potreba za izracunava

njem surna oblika (2.9.8), koje se pojav1juju kod odredjivanja 

5 Numericka analiza,II deo 
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vrednosti interpolacionih trigonometrijskih polinoma (2.9.9) i 

(2.9.10). Takodje, sume ovog oblika 

(2.10.1) 
n-1 

C = c (x) = L fkcos kx , 
k=O 

n-1 
S =S(x) = L fksin kx 

k=1 

pojavljuju se u mnogim problemima nauke i tehnike (na primer, 

Fourierova analiza i sl.). u ~vom odeljku dacemo algoritam 

Goertzel-Reinscha, kao i Cooley-Tukey?v algoritam, kada je n=2m. 

a) Goertzel-Reinschov alqoritam. Osnovna ideja ovog al

goritma za izracunavanje suma oblika (2.10.1) potice od Goert

zela ([16 J). 
Za x "f'mn (mE Z), definiSimo konacan niz {Uj} pomocu 

l 
n-1 

u. L fksin(k-j+1)x (j =O,l, ..• ,n-1), 
J sin x k=j (2.10.2) 

u u = 0. n n+1 

Pokazimo, najpre, da vazi rekurentna relacija 

(2 .10. 3) (j =n-1, ... ,.1,0), 

Polazeci od desne strane u (2.10.3) i koriscenjem (2.10.2) 

nalazimo redom 

tj. o = uj. 

f.+ 
J 

f. + 
J 

1 
sinx ~ 

n-1 n-1 } L f 1 sin(k-j)x- L fksin(k-j-l)x 
k=j+l < k=j+2 

n-1 
\ fk{2cosx sin(k-j)x- sin(k-j-1)x} sinx 1.. k=j+l 

1 

n-1 
f. + 

8
/nx L f 1 sin (k-j+l) x 

J • k=j+l < 

1 
sinx 

n-1 
L fksin(k-j+l)x, 

k=j 

Na osnovu (2.10.2) za j=O i j=1 nalazimo 

i 

1 
srnx 

n-1 
\ fksin(k+1)x = C(x) + c<;>s~ S(x) 
1.. s~nx 

k=O 
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l 
sinx 8 (x)' 

odakle su 

c(x) =u0 - cosx u 1 i S(x) = sinx u 1 • 

Koriscenjern u 2 , vrednost za C(x) se rnoze predstaviti i 

u obliku 

Goerzelov algoritarn se rnoze iskazati na sledeci nacin: 

1° un+l :=0, un:=O, p:= cosx, q:=2•p; 

2° Za i=n-1, •.. ,1 nalazirno 

0 1 :=fi + q•Ui+l - 0 1+2 

3° C:=fo +p·u1 -u 2 , S:= sinx•u1 • 

Ovaj algoritarn zahteva n+2 rnnozenja, po n sabiranja i 

oduzirnanja i po jedno izracunavanje funkcija cosx i sinx. Je

dina mana ovog algoritrna je sto je za male vrednosti x (lxl«l) 

algoritarn nestabilan. Stabilnu rnodifikaciju ovog algoritrna dao 

je Reinsch (videti [37 , str. 64-65]), razlikujuci pri torn dva 

slucaja: 

Slucaj cosx > 0. Kako je 

l\Uk uk+l - uk = uk-i- 1 - ( fk +2cosx uk+l -uk+ 2 ) 

(Uk+ 2 - Uk+l) + 2 (1-cosx) Uk+l - fk 

~uk+l + auk+l - fk, 

gde je a= 4sin2 (x/2), :;rethodno dati algoritarn se rnoze rnodifi

kovati na sledeci nacin: 

5* 

1° a:= 4sin2 (x/2l, Un+ 1 :=0, llUn:=O; 

2° Za k=n-1, .•• ,1,0 nalazirno 

0 k-r1 := 0 k+2- llUk+l' 

l\Uk:= l\Uk+l +a•Uk+1-fk; 
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Slucaj cosx < 0, Stavimo sada umesto diference b. Uk zbir 

l: Uk = Uk+
1 

+ Uk. Primetimo da je operator l: = E + 1, Tada imamo 

1: uk uk+ 1 + fk + 2cosx uk+l- uk+ 2 

-(Uk+ 2 +Uk+ 1 ) +2(l+cosx)Uk+1 +fk 

-EUk+l +bUk+l + fk1 

gde je b =4cos 2 (x/2). Modifik~vani algoritam 1 u ovom slucajul 

se maze iskazati u obliku: 

2° Za k = n-1 1 ••• 1 1, 0 nalazimo 

uk+1 := ~:uk - uk' 

l:Uk:= fk +b•Uk+l- l:Uk+l; 

3° C:= i:UO- (b/2)•U11 S:= sinx•U 1 • 

Navedene modifikacije osnovnog alqoritma poznate su kao 

Goertzel-Reinschov algoritam. 

b) Cooley-Tukeyov algoritam. Kao sto smo videli u pret

hodnom odeljku (teorema 2.9.1) 1 koeficijenti polinoma (2.9.4) 

se mogu predstaviti u obliku 

(2.10.4) c. 
J 

( j = 0 1 1 1 • • • 1 n-1) 1 

d · ( 2krr ·) S d t ( 2 9 4) ' g e J€ wk =exp nl.. ruge s rane, na osnovu . • J. 

( 2 . 9 • 5) , imamo 

(2.10.5) 
n-1 j 

fk = I' cJ.wk 
j£,0 

(k = 0, 1, ••• , n-1) • 

Par formula (2.10.4) - (2.10.5) definise diskretnu Fou

rierovu transformaciju (OFT). Nizovi {fk} i {cj} su, u opstem 

slucaju, kompleksni. 

U slucaju kada je n =2m (mEN) cooley-Tukeyov algoritam 

veoma efikasno izracunava OFT i tada se ona popularno naziva 

brza Fourierova transformacija* (BFT) (videti [10], [11]). 

* Na engleskom: Fast Fowier transform (FFT). 
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Za razliku od klasicnog nacina izracunavanja suma (2.10.4), 
2 

tj. (2.10,5) 1 gde je potreban broj operacija reda O(n ) , kod BFT 

potreban broj operacija je reda O(n log2n). S obzirom da su sume 

(2.10.4) i (2.10.5) iste po strukturi, to se isti algoritam pri

menjuje za njihovo izracunavanje. Ne ulaze6i dublje u teoriju BFT, 

izlozi6emo ukratko osnovnu ideju. 

Pretpostavimo da je n=2m i posmatrajmo (2.10.5) u obliku 

( 2. 10. 6) 
n-1 k. 

f = L c.W J 
k j=O J 

(k=O ,1, ••• ,n-1), 

gde je W = exp(211i/n). Predstavimo sada eksponente k i j u binar

nom sistemu. Tako imamo 

gde su kp,jp(p=0,1, ••• ,m-1) cifre binarnog brojnog sistema 0 ili 1. 

Neka su 1 dalje, fk=f(km_ 1 , ... ,k0 ) i cj=c(jm_ 1 , ... ,j0 ). Tada se 

(2.10.6) moze predstaviti u obliku 

1 'k 
L c(j -1'''''jol'WJ . -o m 

Jm-1-

Razvijanjem eksponenta od w, i imaju6i u vidu exp(2rri)=1, posled

nja jednakost postaje 

_ 1 . 1 1 . . • k0jm-12m-
1 'j k(jm-22m-

2
+ ..• +j0 ) 

fk -. L ,. • • . I . L c(Jm-1 , ... ,J0 >w w 
Jo=r Jm-2=0 Jm-1=0 · -

Primet:i.no da je unutrasnja sU!\Ia funkcija od jm_
2

, •.• ,j
0

,k
0 

ida se 

moze predstaviti u obliku c1 (k0 1 jm_2 ·, •• , 1 j
0

). Nastavljaju6i ova

kav postupak, u p-tom koraku dobijamo funkciju 
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Fizicka naprava koju koriste crtaci za crtanje glatkih 

krivih (posebno u brodogradnji, avionskoj industriji i sl.) na

ziva se na engleskom jeziku 4plajn, a pise se 4pline. Ova napra

va je, ustvari, duza elasticna drvena letvica (sipka) koja se mo

ze saviti tako da prodje kroz nekoliko zahtevanih tacaka cvorova 

Sl. 2.11.1 

(2.11.1) 

I 

(videti sl. 2.11.1). Ako se 

pretpostavi da je splajn uni

formno elastican, tada se moze 

re6i· da je njegova potencijal-

na energija, kada je savijen, 

proporcionalna integralu po nje

govoj duzini (krivolinijski in

tegral po luku) od kvadrata krivi-

ne K. Dak1e, ako splajn lezi duz 

ravne krive y "'S (x), a~~b, nje

gova potencijalna energija je 

proporcionalna integralu 

b 8 ., (x) 2 
I dx 
a (l+S'(x) 2 ) 5 / 2 

i oblik koji on zauzima je takav da minimizira (2.11.1) pod na

metnutim ogranicenjima. 

Na slican nacin definise se i matematieki 4plajn, s tim 

sto se odbacuje clan S'(x) 2 u (2.11.1), sto je blisko prethod

nom s1ucaju, kada je S' (x) 2 
«1. Dakle, suda treba :minimizirati 

integral 

(2 .11.2) 
b 
I S"(x) 2 dx. 
a 

Splajn se, medjutim, moze jos opstije definisati uvodjenjem gla

tkosti viseg reda, tj. koris6enjem viseg izvoda od drugog u 

(2.11.2). 

Prvi rezultati u vezi splajn-funkcija sre6u se u radovi

ma ciji su autori Quade i <;ollatz [31] (1938), Courant ~2 J 
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(1943) i Schoenberg (34] (1946). U radu Schoenberga prvi put 

se eksplicitno uvodi splajn-funkcija i naziva tim imenom. U 

skoro svim jezicima ovaj termin je usvojen. Buran razvoj splajn

funkcija i koriscenje njenih aproksimacionih svojstava zapoci

nj.e sezdesetih godina. Splajnovi nalaze ogromnu primenu u nume

rickoj matematici - kod interpolaci:je, numerickog diferenciranja, 

numericke integracije, resavanja diferencijalnih jednacina itd. 

Splajnovi su se, takodje, pokazali kao resenja mnogih klasicnih 

ekstremalnih problema u teorij i aproksimacij a. t<ti cemo se u 

ovom i narednim odeljcima zadrzati na problemu interpolacije po

mocu splajnova, posebno tzv. kubnih splajnova. Pokazacemo i je

dno ekstremalno svojstvo tzv. prirodnog kubnog splajna. Nairne, 

on u odredjenoj klasi funkcija minimizira integral (2.11.2). 

Neka je na segmentu [a,b] data mreza cvorova 

(2.11.3) 

Sa Wm oznacimo skup algebarskih polinoma ne viseg stepena od m. 

Definicija 2.11.1. Funkcija 

S (x) = S 
1 

(:x:, I'> ) m m, { n 

se naziva polinomski sp.lajn stepena m i defekta k (l~k~m) sa 

cvorovima (2.11.3), ako zadovoljava uslove 

Tacke xi se zovu cvorovi splajna. 

Mi 6emo u ualjem radu razmatrati samo polinomske splaj

nove defekta 1, pa 6emo za S (:x:) =S , (:x:) reci jednostavno da je m m, ... 
to splajn stepena m, Posebno 6emo se zadrzati na jednoj vaznoj 

vrsti splajnova, tzv. interpolacionih kubnih splajnova, kod ko

jih je m = 3, u tom cilju cvorovima mreze I'> pridruzujemo realne 
n 

brojeve £
0

, £1 , •.• , f
11

• 
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Definicija 2.11.2. Funkcija s 3 (x) =S 3 (x;f) se naziva interpo1a

cioni kubni sp1ajn za funkciju f na mrezi bn(n~2) ako su ispu

njeni s1ede6i us1ovi: 

(i=0,1, .•• ,n). 

Primetimo da se us1ov 3° ne pojav1juje u definiciji 

2.11.1. Sp1ajn uveden pos1ednjom definicijom zvacemo jednosta

vno kubni splajn, izostavljaju6i rec interpo1acioni. Napomeni

mo jos jednom da kubni sp1ajn interpo1ira funkciju f u cvorovi

ma mreze (uslov 3°), da je neprekidan na [a,b] zajedno sa svo

jim izvodima S)(x) i S)(x) (us1ov 2°) i da je na svakom od pod

segmenata izmedju susednih cvorova definisan po1inomom ne viseg 

stepena od tre6eg. Na osnovu ovoqa zakljucujemo da je tre6i iz

vod kubnog sp1ajna prekidan i da je deo po deo konstanta (vi

deti s1. 2.11.2). 

S)1(x) 

1""'1 
I I 
I I 
I r---11 I I 

I 

X I X 1=b 
n-1 n 

I I 

~ 

X 

Sl. 2.11.2 

Kao sto 6emo videti u slede6em odeljku, kubni splajn 

ima dva s1obodna parametra, koji se obicno odredjuju na osnovu 

izvesnih dopunskih konturnih uslova. Tipicni dopunski uslovi su: 

(2.11.4) S) (b), SJ (a) 



(2.11.5) 

(2.11.6) 

(2.11.7) 

s3 (a) b • 
n' 

S" (x -O)=S" (x +0) S" (x -O)=S" (x +0) 3 1 3 1 ' 3 n-1 3 n-1 ' 

gde su a , b , A , B zadati rea1ni brojevi. n n n n 
Us1ovi (2.11.4) definisu tzv. periodicni splajn. Ovi 

uslovi se koriste ako je, na primer, funkcija f koju interpo

liramo periodicna sa periodom b-a. 

Ako je, na primer, funkcija f diferencijabilna i mi po

znajemo vrednosti izvoda u krajnjim tackama a i b, tada se kori

ste dopunski us1ovi (2.11.5), sa a = f'(a) i b = f' (b), ili do-n n 
punski uslovi (2.11.6), sa A =£"(a) i B = f" (b). Ako je A =B =0, n n n n 
sto je cest s1ucaj kod mode1a iz mehanike, odgovarajuci splajn 

se naziva prirodni kubni splajn. 

Us1ovi (2.11,7) su najslozeniji, ali oni obezbedjuju 

neprekidnost treceg izvoda sp1ajna u tackama Jc = x1 i x = xn-l. 

Neka na mrezi 8 1 datoj promocu (2.11.3), imamo n 

Neka je dalje hi = x1-xi-l. N~ osnovu podataka u tackama xi-l i 
xi konstruisimo Hermiteov interpo1ac~oni po1inom i nametnimo 
takve uslove da njegov stepen ne bude visi od treceg, kako bi 

on na podsegmentu [xi_1 , xJ predstavljao kubni splajn. 

Ovaj problem je resen kroz primer 2, 8. 2. Tako za x 6 [xi-l ,xj_J 
mozemo uzeti 

(2 .12 .1) 
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pri cemu, na osnovu (2.8.8) mora vaziti 

(2.12.2) 

S1icno, za podsegmenct [xi ,xi+1] imamo 

(2.12.3) 

Iz sistema jednacina (2.12 .. 2)-(2.12.3) mozeJOO ·elimini

sati m1_ 1 , mi, mi+1 (ili H1_1 , M1 , M1+1). Tako dobijamo 

tj. 

gde je sa [xi_1 , xi, xi+l;f] oznacena podeljena razlika drugog 

reda funkcije f u tackama xi-l' x~, xi+l (videti odeljak 6.2.3). 

Pos1ednja jednacina se moze napisati za sve unutrasnje 
cvorove, tj. za 1=1,2, ••. ,n-l. Ako stavimo 

na osnovu prethodnog imamo sledeci sistem linearnih jednacina 

( 2 .12. 4) (i=l, ... ,n-1). 
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Dobijeni sistem od n-1 jednacina sadrzi n+l nepoznatih: 

M
0

, M
1

, ••• ,Mn. Dakle, za potpuno odredjivanje splajna potrebno 

je zadati jos dva dopunska uslova, 0 kojima je bilo reci u pret

hodnom odeljku. 

Slicno, eliminacijom Mi-l' M1 , Mi+l iz sistema jednaci

na (2.12.2)-(2.12.3) dobijamo 

(2 .12. 5) (i = 1, ., .. ,n-'1). 

( i,) Pretpostavimo sada da su dopunski kon:bu·rni uslovi 

dati pomo6u (2.11.6), tj. da su M
0 

Ta~a sistem (2.12.4) u matricnom obliku izgleda 

0 0 

0 0 

Resavanjem 

na osnovu 

0 0 

0 

0 an-2 

0 0 

OVO<J sistema 

0 

0 

2 

01. n-1 

0 

0 

13n-2 

2 

dobijamo 

{2.12.2)' na1azimo 

Mn-2 dn-2 

Mn-1 dn-1-s -1Bn 

l l 
mi = h(fi- fi-1) + 6(2Mi H1i-l)hi • 

i 

Najzad, zamenom u (2.12.1) dobijamo 

sto se moze 

(2.12.6) 
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Slicno,koriscenje sistema (2.12.5), sa istim dopunskim 

konturnim uslovima (2.11.6), dovodi nas do nesto komplikovanijeg 
sistema od n+l jednacina 

3 1 2m
0

+m1 =- (f -f) --2 h
1
A, h1 1 o n 

(2 .12. 7) (i = 1, ... ,n-1), 

Tada ekvivalentni izraz za splajn postaje 

mi-l 2 m. 2 s 3 (x) =--(x.-x) (x-x. ) --l:.(x.-x)(x-x. ) 
h~ 1 1-1 h~ 1 1-1 
~ 1 

(2 .12. 8) 

fi 2 
+ -

3
{x-x. 1 ) (2(x.-x)+h.). 

1- 1 ]. 
hi 

ru{o definisemo velicine 

(2.12. 9) 

kubni splajn se moze iskazati u sazetom obliku jednom formulom 
za svako x E [a,b] 

(2.12 .10) 

gde je 

m =.l_(f - f ) -.! (M
1

+2M
0

)h
1

, 
0 hl 1 0 6 

3 a funkcija (x-xk)+ definisana pomocu 
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(ii) Ako su dopunski konturni us1ovi dati pornocu (2.11.5), 

tj. rn
0

=an i rnn=bn, pogodno je koristiti sistern jednacina (2.12.5), 

koji u rnatricnorn ob1iku izg1eda 

2 Cll 0 •• 

[32 2 ((2 

(2 .12 .11) 

0 0 0 

0 0 0 

0 

0 

f:ln-2 

0 

0 0 

0 0 

2 Cl n-2 

Bn-1 2 d -a b n-1 n-1 n 

Resavanjern ovog sistema dobijarno ve1icine rn1 ,rn2 , .•• ,rnn_ 1 , 

a zatirn iz prve jednacine u (2.12.2) ve1icinu Mi-l' koja se poja

vljuje u (2.12.1). 

Moguce je, rnedjutirn, koristiti i sistern (2.12.4). Tada 

ce odgovarajuci sistern po M
0

, ••• ,Mn biti 

(i = 1, ••• ,n-1)• 

f -f 
M +2M =_§__(b n n-1 ) 

n-:-1 n hn n- hn · 

(iii) u slucaju periodicnih us1ova (2.11.4), irnarno sis

tern jednacina 

l 
aiMi-1 + 2Mi + BiMi+l = di 

Mo =Mn, Mn+l =Ml, hn+l =hl' 

(i=l,2, ... ,n), 
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111, Ito je ekviva1entno, 

(i=1,2, ... ,n), 

(2.12.12) 

gde je 

(2.12.13) 

(iv) Granicni us1ovi (2.11.7) su najkomp1ikovaniji. Ma

ze se pokazati da· je odgovarajuci sistem jednacina dat pomocu 

dok su 

M 
0 

M 
n 

(i 2, •.. ,n-2), 

h h 
(1 +--n-)M ___ n_ Mn-2· 

hn-1 n-1 hn-1 

Nesta komp1ikovaniji sistem bice ukoliko se odredjuju 

velicine m
1

: 

(2.12.14) (i=2, ... ,n-2), 

f .-f. f -f 
8 (3+2 ) n-1 n-2 +a n n-1 
n-1 q h n-1 h 

n-1 n 



6 2 I JA FUNKC I JA 

i 

u svim s1ucaje•11ima vaze opsti izrazi za kubni sp1ajrn 

dati pomocu ~2.12.6), (0:.12.8), (2.12.10), 

Primer 2.1:2 ~1- Konst:rudi.sacemo interpo1acioni kubni. sp•la.tn za 

funkciju. x ~'-* f (x} = sih1Kx: na [o, 1] uzimajuci ekvidistantne cvorove 

xk = 0. 25.k (k = 0 ,1, 2!113:,, 4) • 

0\lde imamo, ek.vidistantnu., mrezu cvorcrva, sa korakom h=1/4. 

Vrednoat:iiL :funkcije,: f' u cvorovima, mreze su 

f o::df(O) =0,, f.
1
, :=f(1/4) = 

Q, '-
f2 = f (1/2)• 

Kako je f" (0) = f'"U) = 0, za odredjivanje sp1ajna s3 koristicemo 

dop.unske konturne us1ove s:ji.O;)': = s:;(l) = fl, tj. M
0

=M4 =0. Dak1e, 

konstruisacemo prirodni kuhni1 sp1ajn za funkciju f. 

Sada ilmamo 

d. = Ei[x. 1 ,x. ,x. +,,;f] 
J. ·J.- J_ J ..... 

tj. 

odak1e, s obzirom na vrednosti fk' na1azimo 

d
1 

= 48ll 2 f
0 

= 48 (1-12), d 2 = 48ll 2 f
1 

= 48 (/2'-2) f 

d3 = 48ll
2
f2=48(1-12). 
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Kako je h. =h=1/4, imamo a..= s. =1/2, pa sistem za odredjiva-
~ ~ ~ 

nje nepoznatih M1 (i = 1,2,3) postaje 

2 1/2 0 1 - 12 

1/2 2 1/2 48 12- 2 

0 1/2 2 M3 1- 12 

Resavanjem na1azimo M1 = M
3 

478 (6-5/2) i H2= 478 (6/2 -10) • 

Na osnovu (2.12.9) imamo 

i 

tj. 

64 
>. 2 =7(16-11/2) ~ 4.056236. 

Sag1asno (2.12.10) imamo za 0 ~x ~1 

U tabe1i 2.12.1 date su vrednosti za s
3

(x) i odgovara

juca greska e(x) ~sinnx- s3 (x), uzimajuci x sa korakom 0.05. 

Nije tesko zak1juciti da je s
3 

( 1-x) = s
3 

(x) , pa je dovo1jno 

tabe1u saciniti samo za x sa segmenta [0,0.5]. 

1e. U 

ma1ni 

Vrednosti za s
3

(x) zaokruq1jene su na cetiri decima

pos1ednjoj ko1oni tabe1e broj u zagradi oznacava deci
-4 eksponent, na primer 3.2(-4) =3.2•10 • 
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Tabela 2.12.1 

X s
3 

(x)=s
3 

(1-x) e(x) 

0.00 0.0000 0. 

0.05 0.1561 3.2(-4) 

0.10 0.3085 4.7(-4) 

0.15 0.4536 3.5(-4) 

0.20 0. 5877 6.6(-5) 

0.25 o. 7071 o. 
0.30 0.8085 5.3(-4) 

0.35 0.8900 1.0(-3) 

0.40 0.9501 9.6(-4) 

0.45 0.9873 4.2(-4) 

0.50 1. 0000 0. 

Iz tabele vidimo da je maksimalna greska kod ove ap-
.' 'bl'v 10- 3 roksimac1Je pr1 1zno . 

Neka je data rnreza cvorova lin pomocu (2.11.3) i neka su 

cvorovirna pridruzeni realni fiksni brojevi f
0
,f1 , ••• ,fn. Sa F oz

nacimo klasu dvaput neprekidno-diferencijabilnih funkcija na [a,b], 

cije su vrednosti u cvorovirna rnreze xi jednake datirn vrednostirna 

fi, a njihovi drugi izvodi u krajnjim tackama segmenta jednaki 
nulL Nairne, 

2 F = {gJg€C [a,b], g(xi)=fi (i=O,l, .. 1 n), g"(a)=g"(b)=O}. 

Prirnetimo da prirodni kubni splajn s 3 pripada ovoj klasi funkcija 

i interpolira svaku funkciju iz F. 

za funkcije iz klase F cesto se definise norma pomocu 

(2.1J.l) (
b 2 )1/2 

Jlgll = ~lg"(xll dx 

6 Numericka analiza, II deo. 



82 6. I NTE RPOLAC I JA I AP ROKS I MAC I JA 

Sledecu ekstrernalnu osobinu prirodnog kubnog splajna 

dokazao je J.C.Holliday [21]. 

Teorerna 2.13.1. U klasi F, prirodni kubni splajn s 3 rninirnizira 

norrnu (2.13.1), tj. 

(2.13.2) za svako g E F. 

Dokaz. Prirnetirno najpr'e da je 

2 b 2 b b 
O~llg-S 3 11 =! g"(x) dx-2 J g"(x)S)(x)dx+JS)(x) 2dx 

a a a 

Da bisrno dokazali nejednakosti (2.13.2) dovoljno je dokazati 

da je integral na desnoj strani u poslednjoj forrnuli jednak 

nuli. Njegovorn dekornpozicijorn dobijarno 

b n xi 
I(a,b) =J(g"(x)-S"(x))S"(x)dx= L J (g"(x)':"s 3"(x))S3"(x)dx. 

a 3 3 i=l 
xi-1 

Sada, stavljanjern u = S) (x) i. dv = (g" (x) -S) (x))dx i prirnenom par

cijalne integracije na integral sa desne strane u poslednjoj 

jednakosti, dobijarno 

= S) (x) (g' (x) -S) (x)) 'xi _xf (g' (x) -S) (x)) Sj (x) dx. 

xi-1 xi-1 

Kako je S'j(x) =C=const, kada xE (xi-l'xi), i g(xi) =fi, 

zakljucujerno da je integral na desnoj strani u prethodnoj forrnu

li jednak nuli, tako da je sada 

I(a,b) 
n x· 
L [s3 (x) (g' (x)-S) (x) l]x~ , 

i=l ~-1 

tj. 
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I (a,b) = S) (b) (g' (b) -s3 (b)) -s3 (a) (g' (a) -s3 (a)). 

Najzad, zbog S"(a) =S"(b) =0, zak1jucujerno da je I(a,b) =0, 
3 3 

cirne je teorerna dokazana. 

Ukaza6erno sada na neka aproksirnativna svojstva i kon

vergenciju kubnog sp1ajna. 

Najpre stavirno 

ui=ui(x) =_l_(x -x) 2 (x-x. ), 
h~ i ~-1 
~ 

Tada kori86enjern (2.12.8) greska R(x) =f(x) -s 3 (x,f) za 

xi-1~x~xi se rnoze predstaviti u ob1iku 

1 1 + (2+h w.) (f(x) -f(x.)). 
i ~ ~ 

Za rnrezu cvorova (2.11.3) definisirno ve1icinu 

Ako x E [xi_1 , xi] prirnetirno da je 

I !. - __!_ w I + I !.2 + h1. wi I = L 
2 hi i l. 

Na osnovu prethodnog i koris6enjern definicije modu1a 

neprele.idnosti "iobijarno slede6u ocenu 

6* 
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(2 .13. 3) 

izvode 

(2.13.4) 

i 

(2 .13. 5) 

Kako je ui +vi= h1~ (:x:i-x) (:x:-:x:i_1 l ,:;,i hi imamo 
1 

S1icno se mogu dokazati i s1edece nejednakosti za 

Pretpostavimo sada da je mreza 6n data pomocu jedne vr

ste matrice X iz definicije 2.7.1, tj. da je 

(2.13. 6) t.: a=x(n) <X(n) < .•• <X(n) =b. 
n 0 1 n 

Kratkoce radi mi cemo izostav1jati gornji indeks. 

Teorema 2.13.2. Neka f€C[a,b] i neka je s 3 (x;f) interpo1acioni 

kubni sp1~jn na mrezi (2.13.6) 1 koji zadovo1java jedan od us1o

va (2.11.5)-2.11.7),111 us1ov (2.11.4) uko1iko je f jos i perio

dicna sa periodom b-a. Tada, za svako x € [a,b] 1 vazi 

(2.13.7) 

gde je Dn= max I [:x:k_ 1 ,:x:k;f]l 1 a qn 1 u zavisnosti od dopunskih 
1<k<n 

konturnih uslova, ima ob1ik: 

10 Za periodicne uslove (2 .11. 4)' qn = o; 

20 Za us1ove (2.11.5) f 
1 II llnlf'; q = 4 male ( I a I 1 I b I ) · n n n 

30 1 Za us1ove (2.11.6)1 q =4 max(h1 1A I 1h IB ll· llll II; n n n n n 

4° Za us1ove (2.11.7), 
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3 3 7 max(1,p ,q ) 

max(3,2p+l)Dn 

Dokaz. S obzirorn na nejednakost (2.13.3), za dokaz ove 

teorerne dovo1jno je oceniti ve1icinu maxim. I• koja ustvari pred-
i ~ 

stav1ja norrnu 11;;11"', gde je rti vektor resenja jednog od sistema 

jednaCina (2,12,12) 1 (2,12,11) 1 (2,12,7) 1 (2,12,14)' StQ redOffi 

odgovara dopunskirn kontrunirn us1ovima (2.11.4) - (2.11.7), 

Na primer, kod periodicnih us1ova (2.11.4), sistern 

(2.12.12), po rn1 , ••• ,mn (m0 = mn, mn+1 = rn1 ), ima matricu i vek

tor s1obodnih c1anova ob1ika 

2 a1 0 0 0 c1 

132 2 a2 0 0 0 c2 

A 
_,. 
c 

0 0 0 c n-1 

an 0 0 0 2 c n 

gde su ci dati pomocu (2.12.13). 

Na osnovu teoreme 1.6.8, iz odeljka 4.1.6, vazi 
_,. 1 _,. 

II m 1 L ~a: 11 c 1 L , ako j e 

Evidentno, u ovom slucaju imamo a= 1. Da1je imarno 

11¢11 =maxie· I "' . ~ 
~ 

tj. 
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Dakle, llitill"' ~3Dn. Sada, iz (2.13.3) sleduje 

(2.13. 8) 

sto predstav1ja (2.13.7) sa q = 0 (s1ucaj 1°), Primetimo da 
n 

iz (2.13.8) sleduje konvergencija kubnog sp1ajna ka neprekidnoj 

funkciji f, kada n-Hoo i llllnll-+0. 

S1icno se dokaz sprovodi i za ostale dopunske konturne us-

love. 

Neka je funkcija f data na skupu ekvidistantnih tacaka 

parovima vrednosti {Cxk,fk)}k=0, 1 , ••• , 2n_ 1 . Kako je xk-xk_ 1 =h= 
const (k=1, .•• ,2n-1), smenom x=x0+kh, dati skup podataka mozemo 

zameniti skupom {(k,fk)}k-O 1 2 -1· 
- , , D" .. , n 

Postavimo interpolacioni problem 

(2.14.1) (k = 0,1, ••• ,2n-1), 

sa aproksimacionom funkcijom oblika 

<jl(k) = c 1 <P1 (k) + c 2<P 2 (k) + ••• + cn<Pn (k), 

gde je ~ resenje linearne diferencne jednacine reda n sa konstan

tnim koeficijentima 

(2.14.2) 

S obzirom na (2.14.1), iz (2.14.2), za k=0,1, ... ,2n-1, 

sleduje sistem linearnih jednacina 

••• + 
(2.14.3) 

f a n n 

Dakle, koriscenjem interpolacionog uslova (2.14.1), i za

hvaljujuci ekvidistantnosti podataka, uspeli smo da dodjemo do 

sistema jednacina za odredjivanje koeficijenata diferencne jed
nacine (2.14.2). 
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Ako je determinanta 

fo f1 f 
n-1 

f1 f2 f 
n 

"f o, 

fn-1 f f2n-2 n 

resenje sistema (2.14.3) je jedinstveno. 

Odredjivanjem korena r 1 ,r2 , ••• ,rn karakteristicne jednaci-

ne 
n n-1 

r +anr + ••• +a 2r+a1 =0, 

nalazimo partikularna resenja diferencne jednacine (2.14.2), ~1' 

~ 2 , ••• ,~n (videti odeljak 1.3.1 u I delu). Ovim se postavljeni 

interpolacioni problem svodi na linearni problem. Nairne, konstan

te c 1 ,c2 , ••. ,cn se mogu odrediti, na primer, iz sistema linearnih 

jednacina 

(2.14.4) 

Najzad, imajuci u vidu smenu x = x 0 + kh, dobijamo interpola

cionu funkciju 

kojom je interpoliran skup podataka {(xk,fk·)}k-O 1 2 _1 • Ova-- , , . fl., n 
kva interpolacija nosi naziv Pronyeva (eksponencijalna) interpo-

lacija ( [30 J ) . Problemi vezani za egzistenciju interpolacione 

funkcije izlaze iz okvira ove·knjige. Jedan interesantan prilaz 

u odredjivanju funkcije cfl dao je P.B~ Madic u ~9]. 

Primer 2.8 .1. Za skup podataka 

k 0 1 2 3 4 5 6 7 

xk 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 

fk 8 2 4 0 -3 -5 -7.75 -10.375 

imamo 2n-1 = 7, tj. n=4, i korak h = 0. 5. Sis tern linearnih jednaci

na (2.14.3) za odredjivanje koeficijenata diferencne jednacine 
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postaje 

8a
1 

+ 2a
2 

+ 4a
3 

+ Oa4 3, 

2a
1 

+ 4a
2 

+ oa
3 

3a 4 5, 

4a
1 

+ oa
2 

2a
3 

5a4 7.75, 

Oa
1 

- 3a
2 

- 5a
3 

-7.75a4=10.375, 

odakle je a
1 

=a
3

=0.25, a
2

=0, a 4 =-1.5. Kako se karakteristicna 

jednacina 

4 
r 1.5r3 + 0.25r2 + 0.14 

moze predstaviti u obliku 

(r-l) 2 (r 2 +0.5r+0.25) O, 

imamo r
1 

=r
2 

= 1, r 3 , 4 = (-1± i /3)/4, pa je 

0 

-k 2nk c . 2nk) cp (k) = Cl + c 2k + 2 (C 3cos - 3- + 4 Sl.U - 3- . 

Najzad, iz (2.14.4) sleduje 

376 18 16 59·2 
C1 = 49 ' c2 = - 7' c3 = 49 ' c4= -

49
13 

pa je trazena interpolaciona funkcija data sa 

4 ( 41-x( 4nx 37 . 4nx)) 'l'(x) = cp(2x) = 49 94 -63x+ cos-3--
13

sJ.n-3- · 

Primedba 2.14 .1. Interesantno je da ovaj tip aproksimacije - Prony

eva interpolacija- nije dovoljno nasao mesta u primenama. 

Ovo poglavlje je posveceno aproksimacijama koje se najvise 

pojavljuju u primenama u raznim oblastima nauke i tehnike. Tu se, 

pre svega,obradjuju srednje-kvadratne aproksimacije koje su naj

jednostavnije za primenu. Razmatra se i slucaj srednje-kvadratne 

aproksimacije sa ogranicenjem. Pored kontinualne aproksimacije da

ta je i diskretna srednje-kvadratna aproksimacija, ili metod naj

manjih kvadrata, kako se popularno naziva, Posebna paznja je pos

vecena odredjivanju parametara u tzv. empirijskim formulama, sto 



6, PROBLEM NAJBOLJIH APROKSIMAC 

je veoma vazno u nekim eksperimenta1nim naukama. U posebnom ode-

1jku je iz1ozena srednje~kvadratna aproksimacija po1inomske fun

kcije sa Cebisev1jevom tezinom, poznata kao ekonomizacija stepe

nih redova. 

U pos1ednjem odeljku se iz1aze mini-max aproksimacija ne

prekidne funkcije na [a,b] polinomskorn aproksimacionom funkcijom. 

Za odgovaraju6i diskretni ana1ogon ukazano je kako se moze resi

ti metodom linearnog prograrniranja, 

Neka je funkcija f: [a,b] _,. R data skuporn parova vredno-

sti (x.,f.) (j =O,l, ••• ,rn), gde 
J J 

je f. = f(x.). Razrnotri6emo pro-
J J 

blern aproksimacije funkcije f 1inearnom apr6ksimacionom funk-

cijom (videti ode1jak 6.1.2) 

n 
L a.~i(x), 

i=O 1 

pri cemu je m > n*. Postupaju6i kao kod interpo1acije, u ovom 

s1ucaju, do1azimo do tzv. preodredjenog sistema jednacina 

(3.1.1) (j=0,1, ... ,m), 

koji, u opstem s1ucaju, nema resenje, tj. sve jednacine siste

ma (3.1.1) ne mogu biti istovremeno zadovo1jene. 

(3.1.2) 

Aka definisemo on pomocu 

n 
on (x) = f (x) - L -a1 ~i (x) , 

i=O 

moguce je traZiti "resenje" sistema (3.1.1) takvo da je 

(3.1.3) II o* II = rninll o llr• 
n 'r a. n 

J. 

gde je 

*) Za m = n imamo inte1?otaaiju. 
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(r~ll. 

Jednakost (3.1.3) daje kriterijum za odredjivanje para

metara a
0

,a1 , ..• ,an u aproksimacionoj funkciji $· Velicinu 

llo~l~, koja uvek egzistira, nazivamo velicinom najbo1je aproksi
macije u ~r. Optimalne vrednosti parametara a. =a. (i = 0, 1, •.. n) - ~ ~ 

u smis1u (3.1.3) daju najbolju ~r aproksimacionu funkciju 

cija), 

n 
$*<x> = I a:i$i<xi. 

i=O 

Najcesce se, u praksi, uzima: 

m 
r"'1, llo II= I lo (x.ll 

n lJ.. j=O n J 
1 (najbolja ~ aproksima-

r = 2, II 6 II = ( I o (x.) 2)
112 

( srednje-kvadratna 
n ~ j=O n J 

aproksimacija), 

r =+co, 

mini-max aproksimacija). 

max I o (x.) I 
O~j~m n J 

(CebiSevljeva 

Analogno prethodnom, moze se razmatrati problem najbo1je 

aproksimacije funkcije f u prostoru Lr(a,b). Ovde je (videti ode-

1jak 6.1.3) 

i 

Uvodjenjem tezinske funkcije p: (a,b) + R+ moze se razma

trati opstiji slucaj srednje-kvadratnih aproksimacija, pri cemu 

su odgovarajuce norme za diskretan i kontinua1an s1ucaj date sa 
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( 3.1.4) 

i 

(3.1.5) (
b 2 )1/2 

llo 11 = llo II = 1 p(x)on(x) dx 
nl2 n2,p a 

respektivno. 

Primer 3.1.1. Funkciju x~-+f(x) =x113 aproksimirajmo funkcijom 

x » ~ (x) = a
0 

+ ~l x u prostoru 

2 
L (0,1), 

(O~x~l). 

1° Najbolju L1 (0,l) aproksimaciju dobijamo minimizaci-
jom norme 

1 
I x1/ 3 - a - a xI dx II 81ll i J 

0 
0. 1 . 

Kako je 
ao 1 i 

dill 
optimalne vrednosti pararnetara - = -1 -x, a aa

0 
aa1 0 

i a1 odredjujemo iz sistema jednacina 

1 
J sgnlll(x)dx o, 

(3.1.6) 0 

1 
J xsgno 1 (x)dx o. 
0 

s obzirom da se moze uzeti da o1 menja znak na [0,1] u tackarna 

x1 i x2 (videti s1. 3.1.1), to se sistem jednacina (3.1.6) svodi 

na sistem 

oakle, problem odredjivanja najbo1je L1 (0,1) aproksima-

91 
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cije se svodi na interpolacioni problem, tj. na odredjivanje 

interpolacionog polinoma ~* koji zadovoljava uslove 

_ H_!1 
~* (1/4) = f(1/4) - l'4• ~*(3/4) =f(3/4) = Vf. 

Prema tome, imamo 

~* (x) =-
2- ( ~ ~ 1)x +-1- (3- VJ) 

3{4 2 Vi 
~ 0.55720x + 0.49066. 

y y=<!>*(x) 

Sl. 3.1.1 Sl. 3.1.2 

Tada iz uslova 

s1eduje 

1 
-2 f (x113-a

0
-a

1
x)dx=O, 

0 

1 
-2 f x (x113 -a -a x) dx = 0, 

0 1 
0 

X 
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. - 3 - 9 tJ. a
0 

= a
0 

= 7' a 1 = a 1 = 14 • Dakle, najbolja srednje-kvadratna 

aproksimacija je data sa 

3 9 
cjJ* (x) =7 + 14 x ~0.42857 + 0.64286x. 

3° Za odredjivanje najbolje mini-max aproksimacije isko

risticemo sledeci prost geometrijski postupak. Kroz krajnje ta

cke krive y = f (X) = Xl/ 3 (0 ~X~ 1) postavimo secicu, a zatim tan

gentu krive koja je paralelna sa ovom secicom (videti sl. 3.1.2). 

Odgovarajuce jednacine ovih pravih su redom 

i 

Nije tesko zakljuciti da je trazena najbolja mini-max aproksima

cija data sa 

pri cemu je velicina najbolje aproksimacije II <~ill"'= r;. Primetimo 

da je 

u ovom odeljku razmatracemo problem srednje-kvadratne 

aproksimacije funkcije f: [a,b]+R pomocu linearne aproksimacione 

funkcije 

n 
cjJ (x) = L a 1 cfli (x) , 

i=O 

gde je {cfli} sistem linearno nezavisnih funkcija iz prostora 

L2 (a,b), u kome je skalarni proizvod uveden pomocu 
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b 
(f,g) =f p(x)f(x)g(x)dx 

a 

+ gde je p: (a,b)~R data tezinska funkcija. 

2 (f,g € L (a,b)), 

Koriste6i se oznakama i rezu1tatima iz prethodnog ode1j

ka, za dobijanje najbo1je srednje-kvadratne aproksimacije za f, 

zakljucujemo da je potrebno minimizirati normu (3.1.5) po parame

trima ai ( i = 0, 1, •.• , n) . 

b n 
21...=2 J p(x)(f(x)- 1: a.q,.(x))(-q,.(x))dx=O (j=O,l, ••• ,n) 
aaj a i=O 1 1 J 

s1eduje sistem jednacina za odredjivanje aproksimacionih parame

tara 

n 
1: (q,i,q, .)a. = (f,q, .) 

i=O J 1 J 
(j=O,l, ••• ,n). 

Ovaj sistem se moze predstaviti i u matricnom obliku 

a n 

Matrica ovog sistema je poznata kao Gramova matrica. Moze se 

pokazati da je ova matrica regu1arna ako je sistem funkcija {q,i} 

1inearno nezavisan, sto znaci da u tom s1ucaju postoji jedinstve

no resenje da~og aproksimacionog problema. 

Sistem jednacina (3.2.1) se moze jednostavno resiti ako 

je sistem funkcija {q,i} ortogonalan. Nairne, tada matrica ovog 

sistema postaje dijagona1na pa su resenja sistema data sa 

(3 .2. 2) (i=0,1, ••• ,n). 
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Pokazimo sada da pri ovako izabranim parametrima a 
i 

(i=O,l, •.• ,n) funkcija I, zaista dostize minimum. Nairne, ka-
ko je 

gde je okj Kroneckerova delta, imamo 

2 n ;2. 2 
d I = 2 L Jl q,k II dak > 0, 

i=O 

sto dokazuje pomenuto tvrdjenje. 

95 

Dakle, najbolja srednje-kvadratna aproksimacija funk

cije f na potprostoru Xn =L(q,
0

,q, 1 , ••• , q,n), gde je {q,i} ortogo
nalan sistem funkcija, data je sa 

(3. 2. 3) 

Jedna vazna klasa srednje -kvadratnih aproksimacija je 

aproksimacija algebarslcim polinomima. U tom s1ucaju ortogonalnu 

bazu potprostora Xn konstruisemo Gram-Schmidtovim postupkom or

togona1izacije, polaze6i, na primer, od prirodne baze {1,x,x2 , 

••• ,xn} (videti ode1jak 2.1.4) i1i pak koris6enjem opstih metoda 

izlozenih u ode1jcima 2.2.5, 2.2.6 i 2.2.7. Opsta teorija ortogo

na1nih polinoma izlozena je u poglav1ju 2 • .2. 

Primer 3.2.1. Za funkciju X~-+f(x) = !xi na segmentu r-1,1] odre

dimo u skupu po1inoma ne vi~eg stepena od treceg najbo1ju sred

nje-kvadratnu aproksimaciju sa tezipskom funkcijom x...,. p (x) = 
(1-x2)3/2. 

Sistem ortogonalnih polinoma sa ovom tezinskom funkci

jom konstruisan je u primeru 1.4.2 (odeljak 2.1.4), pri cemu je 

q,
0 

(x) = 1, q,
1 

(x) = x, 

i 
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Kako je 

na osnovu (3,2.2) dobijamo 

sto znaci da je trazena aproksimacija 'data sa 

Primetimo da je ova funkcija,takodje,najbolja aproksimacija i 

u skupu polinoma ne viseg stepena od dva. 

s obzirom da cemo na dalje raditi samo sa ortogonalnim 

polinomirna kao bazisnirn funkcijarna, to cerno urnesto oznake ~k kori

stiti oznaku Qk' 

Teorerna3.2.1. Za velicinu najbolje srednje-kvadratne aproksirnaci~ 

je vazi jednakost 

(3.2.4) 

-gde su koeficijenti a1 odredjeni pornocu (3.2.2), tj. pornocu 

(3.2.5) ( i = 0 1 1, ••• ,n) • 

Dokaz. Najpre, primetimo da je 

(3.2.6) lit- ~*11 2 
= Cf-cp*, f- ~*> = <t,f> -2<£, <P*> + < <P*, <P*>. 

Na osnovu (3.2,3) 1 uz koris6enje ortogonalnosti polinorna Q., na
~ 

lazimo da je 

n 
( ~*, cp*) i <f,<P*> = r a:. ct,o. > 

i=O ~ ~ ' 
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Najzad, zamenom ovih vrednosti u (3.2.6), i imaju6i pri

tom u vidu (3.2.5), dobijamo (3.2.4). 

Primedba 3.2.1. Kako je norma nenegativna, iz (3.2.4) sleduje ne

jednakost 

(3. 2. 7) < 

koja je poznata kao Besselova nejednakost. 

Primetimo da je ova nejednakost tacna za svako n. Za dato 

n, sa ~~ oznacimo najbolju srednje-kvadratnu aproksimaciju, datu 

pomo6u (3,2,3), tj. 

~~ (x) 

gde su koeficijenti a. dati pomocu (3,2.5). Neka je, dalje, 
J. 

I 
n 

Primetimo da je 

n - 2 2 l: a. IIQ·II 
i=O 1 1 

"'* 1 (x) +a Q (x) "'n- n n 

i 

Prema tome, najbolja srednje-kvadratna aproksimacija u 

klasi ~n se jednostavno konstruise ako je poznata odgovarajuca ap

roksimacija u klasi ~-1 . 

Iz poslednje jednakosti zakljucujemo da je niz {In} ne

rastuci, tj. da je In ~In_ 1 • 

Razmotrimo sada slucaj kada n + +oo, Na osnovu Besselove 

n - 2 2 
nejednakosti moze se zakljuciti da niz L a. !IQ.II konvergira, 

i=O 1 1 

odakle sleduje lim an= 0. Razvoj 
n.., oJ-oo 

(3,2. 8) 

nazivamo Fourierov.razvoj funkcije f po ortogonalnim polinomima Qi' 

7 NumeriCka analiza, II deo 
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Sledeca teorema se odnosi na slabu konvergenciju (konver

genciju po normi) srednje~kvadratne aproksimacije neprekidnih fun

kcija, 

Teorema 3,2,2, Neka f €C(a,b], Tada je 

i 

lim I 
n + +oo n 

lim 1/ f- .P* 11
2 

= 0 
n + +oo n 

+oo 2 2 . 2 
L a. /IQ .I/ = llf/1 (Pars.evalova jednakost). 

i=O 1 1 

~· Pretpostavimo suprotno, tj. da je lim In= 6 >0 
n++"' 

i izaberimo c> 0, takvo da je 

b 
( c0 = ! p ( x) dx > 0 ) • 

a 

Na osnovu Weierstrassove teoreme 1.4.1 postoji polinom Pm takav da 

je I f(x)- Pm(x) I ~c, za svako x 6 [a,b]. Tada imamo 

S druge strane, za najbolju srednje-kvadratnu aproksima-

ciju u klasi polinoma (j) vazi m 

Kako je niz Im nerastuci, na osnovu prethodnog zakljucu
jemo da je 

o < I 
= m 

6 
~ 2 I 

sto je kontradikcija. Dakle, mora biti 6=0, Imajuci u vidu (3.2.4) 

zakljucujemo da vazi Parsevalova jednakost. 

Na osnovu teoreme 3,2,2 ne moze se nista zakljuciti o 

uniformnoj konvergenciji .P~ (x) ka f(x) na [a,b]. Zaista, ako sta

vimo ~ (x) = f(x) ~ .p~ (x), imamo 

b 
f(x) -J p(t)f(t)Kn(x,t)dt, 

a 
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gde smo stavili 

n 
Kn(x,t) = L 

i=O 

Qi(x)Qi(t) 

/loill
2 

Primetimo da je, zbog ortogonalnosti niza {Qi}' 

Tada se greska moze izraziti u obliku 

b 
Rn(x) = f p(t) (f(x)- f(t))Kn(x 1t)dt, 

a 

b 
! p(t)K (x,t)dt= 1. 
a n 

odakle vidimo da od prirode jezgra Kn(x,t) i funkcije f(x) zav1s1 

da li CemO imati unifOrmnU konvergencijU ~~(X) ka f(X) Ua [a,b] 1 

tj. da li ce lh (x) + 0 1 kada n + +oo 1 za svako x E [a,b]. Tako, pod 

izvesnim uslovima za f, moze se utvrditi uniformna konvergencija 

ka f(x). Na primer, ako je tezinska funkcija p(x)=1, vazi sledeca 

teorema: 

Teorema 3.2.3. Ako fEC
2

[-1,1], tada za svako x€ [-1,1] i svako 

E > 0 postoji dovoljno veliko n da je 

IR (x)l = lf(x) -~*(x)l ~ E/lii. n n 

Slicno se za srednje-kvadratne aproksimacije sa Cebisev

jevom teZinom p(x) = (l-x2>- 1/ 2 moze pokazati da je IR (x) I=O(l/n) 
n 

za svako x E [-1,1]. 

Primer 3.2.2. U skupu polinoma ne viseg stepena od prvog, najbo

lja srednje-kvadratna aproksimacij a za funkci ju Xf+ sin x na seg

mentu [o, 1T/2] sa teZinom p(x) =1 je 

l . . 1 
<jl*(x) =-(87r- 24) +-(96- 247r)x. 

7f2 ' 1f3 

Ukoliko se za tezinsku funkciju uzme. p (x) = x dobija se 

1 1 <j>*(x) = 3 (384 -1207r) + 4 (3847r -1152). 
1f 1f 

U ovom odeljku razmatracerno srednje-kvadratne aproksirna

C1Je sa Gegenbauerovorn tezinskorn funkcijom x~ p(x)=(1-x2)A- ~ 
na f1,1} za realne funkcije koje pripadaju izvesnim klasarna fun
kcija, na primer, 

FP = {f I f(-x).=f(x), f(1) =0, fEL 2[-l,1]} 
7* 
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i 
. 2l J FN ={f I f(-x) =-f(x), f(1) =0, f€L -1,1 }, 

pri cemu se aproksimacionim funkcijama namecu ogranicenja tak,va 

da i one pripadaju istim klasama funkcija. Ovakve aproksimacije 

sa ogranicenjima se cesto zahtevaju u primenama. 

Primetimo, najpre, da je FP klasa parnih, a FN klasa nepar

nih funkcija, cije su vrednosti jednake nuli u tackama x=1 i x=-1. 

Mada je moguce razmatrati i opstiji slucaj aproksimacije 

sa drugim tezinskim funkcijama i sa nizom drugih ogranicenja, u 

ovom odeljku, kao sto je vee receno, razmatracemo samo slucaj ka

da je p(x) Gegenbauerova tezinska funkcija 1 i kada su ogranicenja 

nad aproksimacionom funkcijom samo takva da pripada istoj kla

si funkcija kao i funkcija f. 

(3. 3.1) 

Dakle, skalarni proizvod je 

1 
(fig) = f p(x)f(x)g(x)dx 

-1 

2 ;>..-!< 
(p(x)=(l-x ) 2

1 f.> -~) 

Neka je dalje ~ skup svih algebarskih polinoma ne viseg 

stepena od m i takav da polinomi pripadaju skupu FP ako je m par

no, a skupu FN ako je m neparno. 

Za funkciju f € FP (ili FN) odredicemo sada srednje-kvadrat

nu aproksimaciju u klasi ~n (ili ~n+l) u odnosu na normu indu

ciranu skalarnim proizvodom (3.3.1). Taka imamo da su aproksimaci-

je ¢2n i ~ 2n+l redom resenja sledeca dva minimizaciona problema: 

( 3. 3. 2) 

i 

( 3. 3. 3) 

min II£ -<PII 1 kada f€FP 1 

¢E~n 

min 11£-<PII 1 kada f€FN. 
¢ e~n+l 

U opstem slucaju 1 kada f n~Je ni parna ni neparna funkcija 1 

ali zadovoljava uslov f(-1) =f(l) =0, srednje-kvadratna aproksi

macija ~ · (u klasi polinoma stepena ne viseg od m), koja zadovo-
m 

ljava uslove ~m(-1) =~m(l) =0 1 jednostavno se dobija kao 

~m (x) = ¢2n (x) + ¢ 2n+l (x) , kada je m=2n+l 1 

~m (x) = ¢ 2n (x) + ¢ 2n-l (x), kada je m=2n, 
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gde su ~2n i ~2n+l resenja problema (3.3.2) i (3.3.3). sto sledu

je iz reprezentaciie 

1 1 
f(x) = 2 (f(x) +f(-x)) +z(f(x) -f(-x)). 

Izlozicemo sada neke od rezultata do kojih su dosli Mjlo

vanovic i Wrigge ( [27 J ) • 
Teorema 3. 3. L Ako f E. FP, tada je srednje-,kvadratna aproksimacija 

u klasi ~n data sa 

4>2n(x) 
2 k 

A(:\) La k(:>-)(1-x), 
k=1 n, 

n 

gdesu 

n 

a k(A) n, 1 
(:>. + 2) k+l m=O 

2: 

i 

cx (n) (:>.)= 
n,k 

~ (~) (n+H1) k (:>. + tl, 

Kada je :\=0 imamo 

A(:\) 

a k(O) = n, 

(-1)k n (n) 
1 

2: e (f,T
2

)cx k(O), 
m m m, 

(2)k+1 m=O 

gde je e
0

=1 i em=2 za m;;:; 1. 

_ r(H1) 

;; r<Hi) 

(:>.;/'0), 

m < k, 

m ii::k. 

Primedba 3.3.1. Aproksimacija sa ogranicenjem ~ 2n(x) se moze pred

staviti u obliku 

(3.3.4) 

gde je ~ 2 n odgovaraju6a srednje-kvadratna aproksimacija bez ogra

nicenja (videti (3.2.3)) 

A. 
n (f ,c2k) A. 

~2n(x) = L h c2k(x) • 
k=O 2k 

(3. 3. 5) 

ovde je h
2

k kvadrat norme Gegenbauerovog polinoma C~k(x), tj. 

h =JJcA. 11
2 

= A. CA (1) (A(:\) je definisano u teoremi). 
2k 2k (2k+A.)A (A.) 2k 
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Dokaz teoreme 3. 3 .1. Neka f e FP i neka je i\ ~0. U cilju na

lazenja minirnuma velicine !If- cp 2n11 pod ogranicenjem cp 2n(1) = o, 
predstavirno cp 2n kao linearnu kombinaciju Gegenbauerovih polinoma 

c;k (x) i razmotrirno porno6nu funkciju D = D (d
0 

,d1 , ••• ,dn), definisa

nu pomo6u 

gde je 11 Lagrangeov multiplikator, ciju vrednost treba odrediti. 

Drugim recima, imamo tipican zadatak uslovnog ekstremuma. Tada iz 

sleduje 

(3' 3. 6) d = _1_ ((f,CA2~) - _2111c2\ (l)) 
i h2i • • 

(i=O,l,.,. ,n), 

gde je h 2i kvadrat norme polinoma c;i (x) , 

Na osnovu ogranicenja cp 2n (1) = 0 nalazimo da je 

(CA (1)) 2 
2k 

Koris6enjern Christoffel-Darbouxovog identiteta, ili pak re

kurentne relacije 

A+l A+1 2k+2+A A 
c2k+2(x) = c2k (x) + A c2k+2(x), 

moze se dokazati identitet 

(3. 3. 7) 

na osnovu 

(3. 3. 8) 

A A 
c2k(x)C2k(l) 

koga imamo da je 
'V 

1 
2 11 

if>2n(l) 

so (1) ' 

h2k 

'V 
gde je cp

2
n dato sa (3.3.5). Sada, primetimo da formula (3.3.4) 

sleduje iz (3.3.5), (3.3.6) i (3.3.8). 

Koriscenjem reprezentacije Gegenbauerovih polinoma pomocu 

hipergeometrijske funkcije (videti odeljak 2.2.13, Ideo knjige) 
dobijarno 
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i 

tj. 

i 

Na osnovu prethodnog i formule (3.3.4) dobijamo tvrdjenje 

teoreme za A~ 0. Primetimo da j e a 
0 

(A) "' 0. SluC::aj A = 0 j ednon, 
stavno se pokazuje prelaskom na granicnu vrednost kada A-+ 0. 

Zadrzacemo se sada na poredjenju aproksimacija sa ograni

cenjem i bez ogranicenja. Pre svega, primetimo da je ~ 2 n(xk) = 
¢2n(xk), gde je xk proizvoljna nula polinoma C~~ 1 • Pod pretpostav

kom da f G FP, definisimo 

D* I 2 2 
min lf-<1>11 =llf-<1> 2 II 
<j>E~ . n 

2n 

i ?>*= 2 'V 2 
min II f-$ II =II f-<!> 2 II, 

<I> E1T n 
2n 

gde je 1T 2n skup svih realnih polinorna stepena ne viseg od 2n. Pri

metirno da je ~n podskup od 1T 2n. Koriscenjern standardnih izracuna

vanja i ogranicenja $2n(l)=O, dobijamo 

2 n 2 
D* =(f-<1>2n'f-$2n) =II fll - k~Odkh2k~ O, 

gde je dk dato sa (3.3.6) i (3.3.8). Prirnetimo takodje da vazi 
sledeca jednakost: 
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Koriscenjem identiteta (3,3.7) i vrednosti za ~ iz (3.3.8),dobijamo 

n 
2 

n 

k 
__ 2

0
dk h2k = 2 

k=O 

A 2 
((f ,c2k)) £. 

h2k - 4 so<l). 

Takodje, na osnovu (3.2.4) imamo 

"' "' D* = (f - 4> 2 n, f - ~ r = II£ 112 
-2n 

.n 
2 

k=O 

Najzad, nalazimo 

(3.3.9) 

2 
z ((f ,so» 

D* - ~* = ~ S (1) -
4 o - s

0
(l) 

Primetimo da jednakost ~2 n(l) = (f,s0 ) dobijamo na osnovu identite

ta (3.3.7), Jednakost (3.3.9) pokazuje da je razlika D* -IJ* pro

porcionalna kvadratu greske ~ 2n(l) -f(l) =~2n(l). 
Za klasu neparnih funkcija slicno se moze dokazati: 

Teorema 3.3.2. Ako f E FN, tada je srednje-kvadratna aproksimacija 

u klasi ~n+l data sa 

n 2 k 
"' (x) = II(A)x 1:' b k(A)(1-x), ~2n+1 L n k=1 , 

gde su 

b k(A) n, (A FO) I 

i 

m < k, 

m <: k. 

Kada je A=O imamo 

Iz prethodnih teorema, zamenom x sa l-2x, moze se dobiti 

aproksimacija koja je razmatrana u radu [4~. Nairne, u tom radu 
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wrigge i Fransen su razrnatrali slucaj kada je >-= q + ~ ( q E N
0

) na 

jedan veorna kornplikovan nacin, ne nalazeci pritorn eksplicitni iz

raz za aproksirnacionu funkciju u opstern slucaju. 

Kao sto je napornenuto u odeljku 1.3.2, za izracunavanje 

vrednosti funkcija vrlo cesto se koriste polinornski razvoji. Na 

primer, ako funkcija f na segrnentu [-1,1] irna razvoj 

2 f(x) = a
0 

+ a 1x + a 2x + •.• , 

tada se za izracunavanje vrednosti ove funkcije na segrnentu f-1,1] 

rnoze, sa odredjenorn tacnoscu, koristiti polinorn 

(3. 4 .1) 

czosa, 

Postupak ekonornizacije stepenih redova, koji potice od Lan

sastoji se u snizavanju stepena polinorna (3.4.1) uz nezna-

tno povecanje greske, a izvodi se vrlo jednostavno uz koriscenje 

ortogonalnih polinorna. Najcesce se koriste cebisevljevi i Legen

dreovi polinorni. 

Razrnotricerno ekonornizaciju pornocu Cebisevljevih polinorna 

Tk (k=O, 1, ••• ) . Kako su (videti odeljak 2. 2 .13) 

2 3 T0 (x) =1, T
1

(x) =x, T
2

(x) =2x -1, T
3

(x) =4x -3x, 

( ) 8 4 8 2 . ( ) 16 5 3 5 T4 X = X - X + 1, T5 X = X - 20x + x, 

6 4 2 7 5 3 T6 (x) =32x -48x +18x. -1, T7 (x) =64x -112x +56x -7x, 

itd., rnogucno je izraziti alge.barske stepene xk (k=0,1, ••• ) porno

cu cebisevljevog bazisa na sledeci naqin: 

2 1 3 1 1=T0 , x=T
1

, X =2(T0 +T2), X =4(3T1 +T3), 

4 1 5 1 
x =a<3T0 +4T2 +T4l, x =T6(10T

1 
+5T3 +T5 l, 

6 1 7 1 
X =n(lOT0 +15T2 +6T4 +T6), X =G4(35T1 +21T3 +7T5 +T7), 

itd. u opstern slucaju vazi 

xk = _1_[kf] 
2k- 1 i=O 1 + <\,2i Tk-2i (x). 
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obliku 

(3 .4 .2) 

Pornocu ovih formula, polinorn (3.4.1) se rnoze predstaviti u 

Oznacirno sa !P skup svih algebarskih polinorna ne viseg stern 
pena od m. Uzimajuci sarno prvih rn+l (rn < n) clanova u razvoju (3.4.2) 

dobijamo polinom 

(3 .4. 3) 

koji predstavlja aproksimaciju za Pn u. skupu ~· 

S obzirorn da Cebisevljevi polinorni zadovoljavaju nejedna

kost ITk(x)j ~1 (-l~x~l), za gresku aproksimacije vaZi 

Navedeni postupak aproksirnacije naziva se Lanczosova ekono

mizacija. Sledeca teorerna daje odgovor na pitanje o kakvoj se ap

roksirnaciji radi. 

Teorema 3.4,1. Polinom Qm' odredjen sa (3.4.3) predstavlja u sku

pu ~m najbolju srednje-kvadratnu aproksimaciju sa Cebisevljevom 

teZinskorn funkcijom p(x) = (1- x2 ) -l:i za polinorn P na segmentu 
n 

[-1,1]. 

Dokaz. Ako stavirno 

(f ,g) = 1 2 l:i 
/<1-x )- f(x)g(x)dx, 

~1 

na osnovu (3.4.2), vidirno da za koeficijente u razvoju (3,4.3) va-

(k=O, l, ••• , rn) , 

odakle, uporedjivanjern sa (3.2.5), sleduje tvrdjenje teoreme. 

Na osnovu dokazane teoreme zakljucujerno da je 

l 2l:i 2 1 2l:i 2 min /(1-x )- (P (x) -p(x)) dx= /(1-x )- (P (x)~(x)) dx. 
p E~ -1 n -1 n 

U daljern tekstu navodimo dva primera. 

Primer 3.4.1. Postupkorn ekonomizacije aproksirnirajrno x~+x6 <1xl~l) 
pomocu polinoma ne viseg stepena od dva. 
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Kako je x6 
3
1
2 ( lOT0 + 1ST 2 + 6T 4 + T6 ) , odsecanjem poslednja 

dva cHana dobijamo polinom Q2 (x) = ~~ + ~~ (2x
2

- 1) = ~~ x
2

- 3
5
2 , pri 

cemu je apsolutna greska manja od } 2 , tj. vazi lx6
-Q2 (x) I ~ 3~ 

kada x 6 [-1 , 1 J . 
Na osnovu razvoja po Legendreovim polinomima (srednje-kvad

ratna aproksimacija sa tezinom p(x) = 1), dobija se sledeca aprok

simacija 

6 1 10 5 2 2 x "' - P (x) + - P (x) = - x - -7 0 21 2 7 21 

sa apsolutnom greskom ne vecom od 8/21. Primetimo da je u ovom 

slucaju ucinjena veca greska, jer je 8/21 >7/32. u primeru 3.6.2 

(odeljak 6.3.6) videcemo da postoji polinom drugog stepena za ko

ji je ova greska jos manja, tacnije recen~ najmanja. 

Primer 3.4.2. Posmatrajmo aproksimaciju funkcije xt+ex Taylorovim 

polinomom petog stepena, tj. 

X 121314 15 e "' PS (X) = 1 + X + 2 X + G X + 24 X + 120 X 

Za gresku gresku ove aproksimacije, na segmentu [-1, 1] , vazi oce

na 
ex1 16 

I ) I I x I e x e E5 (x = e - P5 (x) = 720 < 720 < o .0038, 

s obzirom da ee (0,1). Razvojem polinoma P5 po Cebisevljevim po

linomima dobijamo 

odakle, odsecanjem poslednja dva clana, sleduje 

pri cemu za ukupnu gresku aproksimacije vazi 

Ako bismo funkciju x~+ ex na segmentu [-1, 1] direktno aprok

simirali srednje-kvadratnom aproksimacijom sa Cebisevljevom tezi

nom p(x) = (1-x2 )-~, polinomom treceg stepena, dobili bismo 

ex"' 1.266066TO +l.l30318T1 +0.271495T2 +0.044337T3 , 
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tj. 
2 3 

o. 994571 + 0. 997307x + 0. 542990x + 0 .177348x . 

Nairne, koeficijenti u ovom razvoju su dati pomocu 

1 1 2 -J, x 1 1T e J (1-x ) e Tk (x) dx = --2 f e cos cos kede, 
IJTkli2 

-1 11'1]{11 0 

tj. 

(k=1,2,3), 

gde su Ik modifikovane Besselove funkcije prve vrste (videti, na 

primer [28 J ) . 

u prethodnim odeljcima proucavali smo problem najbolje ap

roksimacije funkcija u prostoru L2 (a,b). Sada cemo razmatrati je

dan partikularni slucaj problema, sa kojim smo zapoceli uvodni 

odeljak 6.3.1. Nairne, neka je funkcija f:[a,b] +R data na skupu 

parova vrednosti { (x. ,f.)}. 0 1 , gde je f. = f (x.). Razmot-
J J J= , , ••• ,m J J 

ricemo problem najbolje aproksimacije ove funkcije linearnom ap-

roksimacionom funkcijom 

(3.5 .1) cj>(x) (n < m) 

u smislu minimizacije norme (3.1.4), gde je p:[a,b] +R+ data te

zinska funkcija i on definisano pomocu (3.1.2). 

Ako uvedemo 

to(xol 

to(x1) 
X 

to(xm) 

matricnu notaciju 

cp1 (xol cj>n(xol 

cj>1 (xl) cj>n(xl) 

cj>l (xm) cj>n(xm) 

, f= 

+ v 

fo ao 

f1 
+ 

a1 
a 

f a m n 

f-X~, 

kvadrat norme, definisane pomocu (3.1.4), se moze predstaviti u 

obliku 
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F=llo 11
2 

=llo 11
2 

= I p(x.)o (x.>
2 

n n 2 j=O J n J 

+T + 
= v p v. 
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Za nalazenje najbolje diskretne srednje-kvadratne aproksi

macije (3.5.1) potrebno je minimizirati velicinu F, definisanu po

mocu (3.5.2). Tako, na osnovu 

m <lo (x.) 
2 I p(x.)o (x.) ~ J 

j=O J n J ai 
0 

dobijamo tzv. normalni sistem jednacina 

m 
(3 .5. 3) I p(x.)o (x.)<j>. (x.) = 0 

j=O J n J ~ J 

(i=O,l, ••• ,n) 

(i=O,l, •.• n) 

za odredjivanje parametara ai (i=0,1, •.. ,n). Shodno uvedenim ozna

kama, poslednji sistem jednacina se moze predstaviti u matricnom 

obliku 

tj. 

(3. 5. 4) 

Primetimo da se normalni sistem jednacina (3.5.3), tj. 

(3.5.4), dobija iz preodredjenog sistema jednacina (3.1.1), pred

stavljenog u matricnom obliku 

X~ = f, 

jednostavnim mnozenjem matricom XTP sa leve strane. 

Dijagonalna matrica P, koja se na:Hva tezinskom rna tricorn, 

ima smisao takav da se vrednostima funkcije f. sa vecom tacnoscu 
J 

dodeljuju vece tezine p. ::p(x.). Ovo je posebno vazno kod aproksi-
J J 

macije eksperimentalnih podataka, koji' su prilikom merenja dobije-

ni sa razlicitom tacnoscu. Na primer,ako su merenja izvedena sa razli

citim disperzijama ciji je odnos poznat, to se tezine p. biraju 
J 

obrnuto proporcionalno disperzijama, tj. tako da je 

1 

Ako su, pak, merenja izvedena sa istom tacnoscu, ali je pri sva

koj vrednosti argumenta x. izvedena serija od m. merenja, i 
J J 

za f. uzeta aritmeticka sredina dobijenih rezultata u seriji, to 
J 
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se za tezine uzima broj merenja u seriji, tj. p. =m. (j=0111•••1m). 
J J 

Najces6e se, medjutim uzima da su sve tezine jednake, tj. da je P 

jedinicna matrica reda m+l. u tom slucaju (3.5.4) se svodi na 

(3.5.5) 

Vektor trazenih koeficijenata a odredjujemo iz (3.5.4), od

nosno (3.5.5). Na primer, iz (3.5.5) sleduje 

U slucaju da je sistem bazisnih funkcija izabran kao ~i (x) 
i 

X (i=O,l, ••• ,n) imamo 

1 
2 n 

xo xo xo 

1 
2 n 

xl xl xl 
X 

1 
2 n 

X X xm m m 

Posmatrani slucaj diskretne srednje-kvadratne aproksimacije vrlo 

cesto se naziva metod najmanjih kvadrata. Posebno je interesantan 

slucaj kada je n=1~ tj. kada je aproksimaciona funkcija oblika 

cj>(x) =a0 +a1x. Tada sistem jednacina (3.5.4) postaje 

gde su 

m 
sll = L P. , 

j=O J 

m m 2 
5 12 =s21 = J p.x., 5 22 = L p.x. 1 

J=O J J j=O J J 

m 
bo = L P .f., 

j=O J J 

m 
b 1 = L p.x.f .. 

j=O J J J 

Trazeni aproksimacioni parametri su tada 

1 1 
ao D( 5 22b0 - 5 12b1) 1 a1 =o(sllb1 - 5 21b0) 1 

2 gde je D = s
11

s
22

- s
12

. 

Primer 3.5.1. Metodom najmanjih kvadrata nadjimo parametre a
0 

i a
1 

u aproksimacionoj funkciji cj>(x) =a
0 

+a
1

x za slede6i skup parova 
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{ (1.1, 2.5), (1.9, 3.2), (4.2, 4.5), (6.1, 6.0)}. 

uzmimo da je tezinska matrica P jednaka jedinicnoj matrici. Ovde 

mozemo direktno iskoristiti prethodne formule. Medjutim, ne za

visno od toga, krenimo od preodredjenog sistema jednacina 

[ 
~ ~ : ~]. [ a 0] = [ ~: ~]' 
1 4.2 a 1 4.5 

1 6.1 6.0 

Mnozenjem matricom XT - [ 
1 

1.1 

1 

1.9 

1 

4.2 

lazimo do normalno sistema jednacina 

[ 
4 13.3] [ a 0] [16.2] 

13.3 59.67 · a
1 

= 64.33 

odakle je 

sa leve strane do-

[ 

a 0] = _ 1 [ 59.67 

a1 61.79 -13.3 
-13.3]·[16.2 ]= [1.7974591] 

4 64.33 0.6774559 

Dakle, <j>(x) "'1.797 +0.677x. 

U slucaju kada je n > 1, metod najmanjih kvadrata postaje 

komplikovan, s obzirom da se tada teze resava dobijeni sistem li

nearnih jednacina. Ovaj sistem bi se mogao jednostavno resiti ako 

je, na primer, njegova matrica dijagonalna, sto ce biti slucaj ka

da je {<j>k} ortogonalan sistem polinoma. Naravno, ovde se radio 

diskretnim ortogonalnim polinomima koji su tretirani u odeljku 

2. 2.15, I deo knjige. Dakle, treba uzeti <j>k (x) = Q~Nlx) (k=O, 1, ••• ,N), 

gde je N-l=m i skalarni proizvod defin±san pomocu 

Kao sto je poznato, niz ortogonalnih polinoma je moguce dobiti 

Stieltjesovom procedurom, tj. moguce je odrediti koeficijente S(N) 
(N) k 

i yk u rekurentnoj relaciji (2.15.5) (odeljak 2.2.15). 

Slicno izvodjenju kontinualne srednje-kvadratne aproksima

cije dobijamo aproksimacionu funkciju u obliku 
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</J(x) = 

gde su aproksimacioni parametri dati sa 

(3 .5 .6) a = k 
(k=O, 1, •.. , n) 

Posebno, kada su tacke xi ekvidistantne (sto ne umanjuju6i opstost 

moze da se uzme xi= i (i=0,1, •·. ,N-1)) i tezine jednake medjusob

no (na primer, pi=1/N), imamo slucaj tzv. diskretnih CebiSevljevih 

polinoma, kod kojih su koeficijenti troclane rekurentne relacije 

eksplicitno poznati (videti odeljak 2.2.15). Srednje-kvadratne 

aproksimacije se u tom slucaju jednostavno nalaze. 

Primer 3.5.2. U skupu polinoma ne viseg stepena od tre6eg nadjimo 

srednje-kvadratnu aproksimaciju za funkciju tH- sin nt na [ -1, 1] 
koris6enjem njenih vrednosti u tackama t

0
=-1, t

1
=-0.5, t

2
=o, t

3
= 

0.5 i t
4
=L Kako su vrednosti argumenta ekvidistantne, pri odre

djivanju aproksimacije mozemo koristiti diskretne Cebisevljeve 

Polinome, uz prethodno uvodjenje smene x=2(t+l). Tada se tacke 

ti preslikavaju na tacke xi=i (i=O,l,2,3,4). Odgovaraju6e vred

nosti funkcije su redom f
0
=o, f

1
=-1, f

2
=o, f

3
=1, f

4
=o. Tada imamo 

da je 

(3. 5. 7) 

gde su ortogonalni polinomi Q~ 5 ) (x) (videti primer 2.15.1, ode

ljak 2.2.15) dati pomo6u 

Q( 5 ) (x) = 1, Q( 5 ) (x) =x-2, Q( 5 )(x) = x 2 - 4x + 2, 
0 1 2 

Q~ 5 ) (x) = x
3

- 6x
2 

+ 
4
5
3 

x - ~ itd. 

Kako J·e jjQ(5)112 Y (5)Y (5) (5) d k f' . . t' k = 0 1 •·· Yk , g e su oe ~C~Jen ~ 

rekurentne relacije yci 5 )=1, yi 5 )=2, y~ 5 )=7/5, yj 5 )=36/35, kori

s6enjem (3.5.7) i (3.5.6) dobijamo slede6e rezultate: 

s
0 

=0, s 1 =2/5, s
2 

=0, s
3 

=-24/25; 
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Prema tome, trazena aproksimacija je 

1 1 3 2 43 6 
~ (x) = S(x-2) - 3 (x -6x +S x - 5l, 

sto vra6anjem na staru promenljivu t daje 

sin11t " 1/J (t) = ~ (2t+2) = ~(t- t
3
). 

U mnogim oblastima nauke i tehnike gde se radi sa eksperi

mentalnim podacima, cesto se javlja problem odredjivanja parameta

ra u tzv. empirijskim formulama koje izrazavaju funkcionalnu zavi

snost izmedju dve ili vise velicina. Na primer, neka je funkcio

nalna zavisnost data pomo6u 

gde su a 1 (i=O,l, ••• ,n) parametri koje treba odrediti na osnovu 

tablice vrednosti funkcije dobijene merenjem: 

X xo x1 ... X m 

y Yo yl ... Ym 

Naravno, dobijeni eksperimentalni podaci su optere6eni slu

cajnim greskama merenja ili, kako se popularno kaze, prisustvom 

"suma" u eksperimentu. Odredjivanje parametara a 1 (i=O, 1, ... ,n) 

je sa stanovista teorije aproksimacija mogu6no samo ako~je m~n. 

Jasno je da u slucaju m=n imamo interpolaciju, koja je u opstem 

slucaju nelinearna
1 
sto zavisi ·od oblika funkcije f. Dakle, ovde 

imamo tipican aproksimacioni problem, gde je f aproksimaciona 

funkcija. Zbog prisustva pomenutog "suma" u podacima, odredjiva

nje aproksimacionih parametara sa ve6om tacnos6u (i pouzdanos6u) 

zahteva ve6u kolicinu informacija o funkcionalnoj zavisnosti f , 

tj. ve6i broj podataka u prethodnoj tabeli. Najces6e se odredjiva

nje parametra sprovodi rnetodorn najrnanjih kvadrata, tj. rninirnizaci

jom velicine F definisane porno6u 

(3. 5. 8) F 

ili porno6u 

8 NumeriCka analiza, II deo 
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F 

gde su ukljucene tezine p., 0 cijem izboru je bilo reci ranije. 
- J 

Ako je funkcionalna veza od vise promenljivih, na primer, 

z = f(x,y;a0 ,a1 , ..• ,an), 

za' odredjivanje aproksimacionih parametara se minimizira velicina 

F 

Ako je f linearna aproksimaciona funkcija (po parametrima 

a 0 ,a1 , ••• ,an)' tj. oblika (3.5.1) 1 problem se resava na nacin kako 

je to vee ranije izlozeno. Medjutim, ako je f nelinearna aproksi

maciqna funkcija, tada je odgovarajuci normalni sistem jednacina 

(3.5. 9) 0 ( i =0 , l , ••• , n ) 

nelinearan. Za njegovo resavanje se tada zahteva primena nekog me

toda, poput metoda Newton-Kantorovica (videti odeljak 5.2.2, I 

deo knjige), cime se postupak odredjivanja aproksimacionih para

metara dosta komplikuje. u cilju lakseg i brzeg odredjivanja pa

rametara postoje neki uprosceni metodi transformacije ovakvih 

problema na linearne aproksimacione probleme. Nairne, osnovna ide

ja je da se uvodjenjem izvesnih smena 

(3.5.10) X = g(x), y = h(y) 

nelinearni problem svede na linearni. 
a

1
x 

Na primer, neka je y=f(x;a0 ,a
1

)=a
0

e Tada, logaritmova-

njem i uvodjenjem smena 

problem se svodi na linearan, jer je sada Y=b
0

+b
1

X. Dakle, mini

mizacijom velicine (pj=l) 

(3.5.11) 

gde su Xj=xj i Yj=log yj (j=O,l, ... ,n), odredjujemo parametre b 0 
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i b
1

, a zatim 

i 

Ovakav postupak, medjutim, ne dovodi do istih parametara 

koji se dobijaju minimizacijom funkcije 

m a
1
x. 2 

F = F(a
0

,a
1

) = L (y. -a e J) 
j=O J 0 
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Stavise, dobijene vrednosti mogu i znatno da odstupaju. Ova ci

njenica nastupa zato sto se resava problem razlicit od postavlje

nog, imaju6i u vidu nelinearnu transformaciju koju smo izvrsili 

(Y=log y). Medjutim, za mnoge potrebe ovako dobijeni parametri su 

zadovoljavaju6i. 

Naves6emo sada jos neke tipicne funkcionalne zavisnosti gde 

je mogu6a jednostavna transformacija promenljivih: 

X 
y=a +ax' 

0 1 

X=x, 

X=.!_ 
x' 

y 1 
y' 

Primer 3.5.3. Neka su rezultati merenja velicina x i y dati u ta

beli 

X 4.48 4.98 5.60 6.11 6.62 7.42 

y 4.15 1. 95 1. 31 1.03 0.74 0.63 

i neka je y = ! (oblik 2°). Tada uvodjenjem smene X=x, Y=1/y, 
ao a1x 

nalazimo metodom najmanjih kvadrata aproksimacionu funkciju 

~(X) "0.468X-1.843, odakle je 

1 
y 0.468x -1.843 



116 6. I NTERPOLAC I JA I APROKS lt1,/\C I JA 

Na osnovu prethodnog moze se zakljuciti da u zavisnosti od 

f treba odabrati pogodne smene (3.5.10) koje bi omogu6ile da se 

svede na linearan oblik, na primer, polinornskog tipa 

(3. 5.12) 

Jasno je da funkcije g i h moraju imati inverzne funkcije, tako 

da je (3.5.12), u stvari1 ekvivalentno sa 

pri cemu parametri bi zavise od parametara ai na relativno jedno

stavan nacin. 

Pokaza6emo sada kako se upotrebom tezina mogu dobiti tac

nije ·vrednosti parametara ai, nego sto ih daje minimizacija funk

cije 

(3.5 .13) G = 
m n 2 I (Y.-b0-b1X.- ••• -b X.) 

jd,o J J n J 

Nairne, podjimo od formule (3.5.8) napisane u obliku 

(3.5.14) F 

i pretpostavimo da je funkcija h diferencijabilna i strogo mono-

tona. Tada za izvod inverzne fun"..:ije vazi 

1 

h '(y) 

Primenom Lagrangeove tt'orem"" o s ,dnjoj vrednosti, (3.5.14) se· 

svodi na 

m n 2 L p. (Y.-b
0
-b

1
x.- ••• -b x.) , 

j=O J J J n J 
(3.5.15) F 

dh- 1 (n.) 2 
gde je p. = ( dY ) i n. tacka izmedju Y. i Y. (=b

0
+b

1
x .+ .•. + 

J J J J J 

bnxj) (j=O,l, ... ,m). Pretpostavljaju6i da su odstupanja Yj od Yj 
mala, moze se priblizno uzeti n .=Y., tj. 

. J J 
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dh - 1 (Y.) 2 
pj = ( dY ) 

1 2 
( - ) 
h (y.) 

J 

11 

Prema tome, tacniji parametri ce se dobiti ako se umesto 

(3.5.13), minimizira (3.5.15), sa prethodno dobijenim tezinama. 
a 1x 

Taka u slucaju eksponencijalne funkcije y=a
0

e , umesto minimi-

zacije (3.5.11), treba minimizirati velicinu 

m 2 2 I y.(Y. -b0 -b 1xJ.> , 
j=O J J 

jer je h(y)= logy, tj. h'(yj)=l/yj. Naravno, ni u ovom slucaju se 

ne dobijaju apsolutno tacni rezultati, koji odgovaraju resenju 

normalnog (nelinearnog) sistema jednacina (3.5.9). 

"' Koris6enjem ovako dobijenih vrednosti parametara a 1 (i=O,l, 

••. ,n) mozemo konstruisati iterativni proces koji ce konvergirati 

ka tacnim vrednostima parametara a
1 

(i=O,l, ... ,n). Aka sa a(k) = 
(aJkl ,a~k) , ..• ,a~k)) oznacimo tacku pribliznih vrednosti parameta

ra u k-toj iteraciji, i startujemo sa a~k):=:i. (i=O,l, ... ,n), ite-
~ ~ 

rativni proces ce biti oblika 

( i=O, 1, ••• , n) , 

gde korekcije aik) odredjujemo minimizacijom funkcije 

Funkciju Fk definisemo kao sumu kvadrata gresaka linearizovane 

funkcije. Linearizaciju sprovodimo razvojem funkcije f(x.;a), 
- - - - (k) J gde je a=(a

0
,a

1
, ... ,an), u okolini. tacke a , uz zadrzavanje sa-

mo linearnih clanova, tj. 

gde je A(j) paraijalni 
v 

finiciji Fk nije tesko 

(j=O,l, ... ,n). 

izvod od f(x.;a) po a u tacki a(k). u de

primetiti daJje z. ~.-f(x.;a(k)) 
J J J 
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U ovom odeljku dacemo osnovne rezultate koji se odnose na 

mini-max aproksimaciju funkcije f€CCa,bJ algebarskim polinomima. 

Dobar deo tih rezultata moze biti prenet i na opstije tipove ap

roksimacionih funkcija. 

Sa ~ oznacavacemo skup svih algebarskih polinoma ne viseg 

stepena od n. Pred nama se post~vlja problem odredjivanja polino

ma P =P*(€ P. ), koji minimizira normu !lf-P II (videti odeljak nn n . noo 
6.1.3). Dakle, treba resiti sledeci minimizacioni problem 

E (f)= min (max if(x)-P (x)i) =max lf(x)-P*(x)!. 
n P € !P. a<x<b n a<x<b n 

n n == == 

En(f) je velicina najbolje aproksimacije. 

Algebarski polinomi su veoma dobri aproksimacioni elementi 

na konacnom segmentu ca,bJ (videti Weierstrassovu i Bernsteinovu 

teoremu, odeljak 6.1.4) i zato se vrlo cesto koriste u mini-max 

aproksimacijama, ali i u aproksimacijama uopste. Weierstrassova 

teorema daje egzistenciju polinoma dovoljno visokog stepena koji 

proizvoljno malo odstupa od ·neprekidne funkcije na ca,bJ. Sledeca 

teorema, medjutim, daje kriterijum na osnovu koga se moze tvrditi 

da li je neki polinom najbolja mini-max aproksimacija date nepre

kidne funkcije na ca,bJ u klasi algebarskih polinoma ~· 

Teorema 3.6.1. Polinom P~ je najbolja mini-max aproksimacija za 

fECca,bJ u skupu !J> ako i samo ako na ca,bJ postoje n+2 tacke 
n 

x 0 ,x1 , ••• ,xn+l (x0 <x1 < ..• <xn+l), takve da je 

( 3. 6.1) o*(x ) = -o*(x ) n k n k+l ± llo~lloo = ±En(f), 

pri cemu je o;(x)=f(x)-P~(x). 

Dokaz egzistencije i jedinstvenosti polinoma P~ moze se 

naci, na primer u C38J. Koriste6i se Weierstrassovom teoremom 

1.4.1, moze se dokazati da En(f) +0, kada n++oo. 

Ako za neki polinom n-tog stepena postoje n+2 tacke sa 

svojstvom (3.6.1), kazemo da ima Cebisevljevu alternansu za f, 

Ak . ( ) k + 1 . ( 6 ) v • • i bl . k o Je e:k = ·-1 , svo]stvo 3 •. 1 se moze ~zraz~t u o ~ u 
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(3.6.2) (k=l, •.• ,n+l). 

Primer 3.6.1. Neka je x~->-f(x)=xn+ 1 <1xl ~1) i neka je 

n+1 
x - Pn(x), 

n i 
gde je Pn(x) = L a.x . Kako iz uslova T +

1 
(x)=cosC(n+1)arccosxJ 

i=O ~ n 

= ± 1, sleduje xk =-cos nk+rrl (k=0,1, ••• ,n+1), pri cemu je -1 =x0 < 

<x1 < ••• <xn+l=1, zakljucujemo dana C-1,1J postoje n+2 tacke u ko

jima je Tn+
1 
(~)=(-1)n+k+l (k=0,1, ••• ,n+1). 

Ako stavimo on*(x) = _!_ T +1 (x), vidimo da je lo*(x) I<_!_ 
2

n n n =
2
n 

1 n+k+l . Clxl ~1) ida o*(x.) =-(-1) zadovol)ava (3.6.2). n x: 2n 

Na osnovu prethodnog i teoreme 3.6.1 zakljucujemo da se 

najbolji mini-max polinom P~ za funkciju xt-+f(x)=xn+l(lxl ~1) mo

ze dobiti iz jednakosti 

n+1 
- P~(x) 

1 X -T +l(x). 
2n n 

Dakle, 

P~ (x) 
n+1 1 X n Tn+l (x) • 

2 

U specijalnom slucaju, za n=1,2,3 imamo 

2 1 3 . 3 4 
'"P) (x) 

2 1 
X'"P1{x)= 2 , X 'V P~ (X) = 4 X , X =x - a· 

Primetimo da se kod aproksimacije funkcije xt-+ xn+l (I xI ~ 1) 

u skupu ~ , mini-max aproksimacijom i srednje-kvadratnom aproksi

macijom s~ teZinom (l-x2) - 1 / 2 , dobijaju isti aproksimacioni poli

nomi. 

Primer 3.6.2. U skupu (]>
2 

odredimo najbolju mini-max aproksimaciju 

za x~->-f(x)=x6 qxl ~1). Za odredjivanje koeficijenata polinoma naj

bolje mini-max aproksimacije P~(x)=a0+a 1x+a2x2 , potrebno je naci 

n+2=4 tacke x0 ,x
1

,x2 ,x3 , takve da je 
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(3. 6. 3) 

gde su o~(x)=x6 -P2(x) i ll=E2 (f) =max lo2(x)l 
lx I ,:;, 1 

Zbog simetrije problema moze se. uzeti a 1=0, a za tacke 

xk(k=O,l,2,3), na primer, x0=-t, x 1=0, x2=t, x 3=1, gde jet 

(0 < t < 1) tacka u kojoj 6~ dostize ekstremnu vrednost. Dakle, t 

je pozi tivan koren jednacine ~t5 - 2a2 t = 0. 

Kako je, na osnovu (3.6.3), · 

ao = t
6 

- (ao+a2t
2

) = ao+a2-l, 

lako nalazimo a 2=l i a0=- ./!· Prema tome, najbolja mini-max apro-
. 6 ~ 

ksimacija za x1-+x (jxj ,:;,1) u skupu 'J2 je 

2 /J 
P2(x) =X - g' 

pri cemu je velicina najbolje aproksimacije (maksimalno odstupa

nje) ll= lloii!"'E2 (f) =if" 0.19245. 

Primer 3.6.3. Istim postupkom kao u prethodnom primeru, nalazi se 

najbolji mini-max polinom u skupu ~ za funkciju xl-+f(x)=jxj 

(jxj ,:;,1), P2(x)=l/8+x2 , pri cemu je,ll= l!f-P211""=1/8. 

Oslanjajuci se na teoremu 3.6.1 konstruisu se algoritmi za 

odredjivanje najbolje mini-max aproksimacije date funkcije. Jedan 

od n.ajprikladnijih algoritama je Remesov algoritam. Jedna varijan

ta Remesovog algoritma se moze iskazati na sledeci nacin: 

1° Izabere se skup od n+2 sukcesivne tacke x0 ,x1 , ••• ,xn+1 
sa segmenta ca,bJ i odrede se koeficijenti polinoma P i velicina n 
E tako da je 

(3.6.4) (k=O,l, •.• ,n+l). 

2° Na Ca,bJ se odredi skup od n+2 tacke x0 ,x1 , ••. ,xn+1 
u kojima 6n(x)=f(x)-Pn(x) ima sukcesivne lokalne ekstremume sa 

alternativnim znacima, ukljucujuci u ovaj skup tacku u kojoj ve

licina jo (x) I ima najvecu vrednost na ca,bJ. 
n 

3° Za unapred zadatu tacnost c proveravaju se uslovi 

15l:k-xkl <c (k=O,l, ... ,n+1). Ukoliko bar jedan od ovih uslova nije 
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zadovoljen,uzima se xk:=xk (k=O,l, •.• ,n+l) i prelazi na 1°. U slu

caju da su pomenuti uslovi ispunjeni, algoritam se zavrsava i po

linom Pn se uzima kao najbolja mini-max aproksimacija P~. 

S obzirom da se teorema 3.6.1 (o Cebisevljevoj alternansi) 

moze formulisati i za neke opstije tipove aproksimacionih funkci

ja, kakve su, na primer, linearna aproksimaciona funkcija i raci

onalna aproksimaciona funkcija, Remesov algoLi tam se moze prime

niti i u tim slucajevima. Primetimo da u slucaju kada imamo neli

nearnu aproksimacionu funkciju, sistem jednacina (3.6.4) postaje 

nelinearan i obicno se tada resava metodom Newton-Kantorovica. 

Pri ovome se po metodu Newton-Kantorovica, u cilju skracivanja 

numerickog rada, najcesce izvodi samo nekoliko prvih koraka. 

Vrlo cesto se za nalazenje mini-max aproksimacije, problem 

zamenjuje odgovarajucim diskretnim mini-max problemom. Nairne, se

qment ca,bJ se zamenjuje diskretnim skupom tacaka Im={x
0

,x
1
, ••• ,xm}' 

gde je m>>n. Neka je aproksimaciona funkcija linearna, tj. 

Mini-max problem 

min( max lf(xk)-?: a.4>.(~)1) = max If(~) -1 a.4>.(~)1 
a. O<k<m i=O ~ ~ O<k~ i=O ~ ~ 
~ = = =-

moze se zameniti ekvivalentnim problemom: 

Naci min w 

pod ogranicenjima 
n 

w + L a1 1>. (xk) ~ f(xk) 
1=0 ~ 

n 
w- ifoai1>i (~) ~ -f(~) 

(k=O,l, ••. ,m). 

Dobijeni problem linearnog programiranja, moze se resiti 

primenom simplex metoda na dualni problem (C 4 J): 

m 
Naci max( L (sk- ~)f (~)) 

k=O 

pod ogranicenjima 
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(i=O, 1, ••• ,n) , 

(k=O, 1, ••• ,m) • 

0 nekim algoritamskim mqdifikacijama za resavanje posled

njeg problema moze se naci u [ 5 J, dok .se 0 aproksimaciji pomocu 

racionalnih funkcija moze se naci u radu c 3J. 
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GLAVA 

@ 

1 Num.eri~ko diferenciran11e 
acija 

U ovo~ poglavlju razmatramo problem numerickog diferencira

nja realnih funkcija definisanih na [a,b]. 

7.1.1. 
Potreba za numericlcim diferenciranjem javlja se u sledecim 

slucajevima: (a) Kada su vrednosti funkcije poznate samo na disk

retnom skupu tacaka iz [a,b], tj. kada je funkcija f data tabelar

no; (b) Kada je analiticki izraz za f dosta komplikovan. 

Numericko diferenciranje se uglavnom zasniva na aproksima

ciji funkcije f funkcijom ~ na [a,bj, a zatim se ~ diferencira 

odredjeni broj puta. Dakle, na osnovu f (x) "' ~ (x) (a~ x ~b) , imamo 

f (k) (x) "' ~ (k) (x) (a~x~b; k=1,2, •.. ). 

Za funkciju ~ se najcesce uzimaju algebarski interpolacio

ni polinomi, s obzirom da se oni jednostavno diferenciraju. 

Neka je ~ interpolacioni polinom, n-tog stepena, tj. 

~ (x) = P (x) • 
n 

Ako je poznata greska Rn(f;x) u jednakosti 

(1.1.1) (a~x~b), 

moguce je oceniti gresku i u formuli za diferenciranje. Nairne, iz 

(1.1.1) sleduje 

f (k) (x) (a~x~b). 

Za red izvoda ima smisla uzeti samo k < n. 

125 
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Nije tesko uociti da numericko diferenciranje ima manju ta

cnost od interpolacije, Tako na primer, dok je kod interpolacije 

greska u cvorovima jednaka nuli, kod numerickog diferenciranja to 

nije slucaj. 

Neka su poznate vrednosti funkcije f na skupu ekvidistant

nih tacaka {x0 ,x1 , •.• ,xm} ( [a,b], sa korakom h. Dakle, neka je 

fk = f (xk) = f (x0 + kh) (k = 0,1, ... ,m) • 

Na skupu {xi ,xi+1 , ••• ,xi+n} (0 ~ i:S m-n) konstruiSimo prvi 
Newtonov interpolacioni polinom 

P (x) =f. +pllf. +p(p-1 )LI 2 f. + p(p-l) (p- 2 )LI 3 f 
n ~ ~ 2! ~ 3! i 

+ + p(p-1) .•• (p-n+1)Linf. 
n! 1 ' 

tj. 

(l. 2 .1) 

n 1 n-1 p - 2 n(n-1)p + ... n 
+ ••• + n! Ll fi, 

gde je p = (x-xi)/h. 

1 dPn(x) 
s obzirom da je P' (x) - _,_,::;.__ 

n - h dp 
, diferenciranjem jednakos-

ti (1.2.1) dobijamo 

(l. 2 .2) 

Daljim diferenciranjem ( 1. 2. 2), dobijamo redom P" ,P"' , itd. 
n n 

Na primer, 

(1.2.3) p 11 (X) = ~ ( L\ 2 f , + ( p-1 ) L\ g f i + ., • ) 
n h 1 

Umesto prvog Newtonovog interpolacionog polinoma mogu se 

koristiti i ostali interpolacioni polinomi. Na primer, diferenci-

ranjem Stirlingovog polinoma 
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Za x=xi, tj. p=O, formule (1.2.2) i (1.2.3) se svode na 

p' (x ) =.! ( M _.!_ 112f. +-31113f.- + (-1~n-1 /1nf;) 
nih i2 ~ ~ ••· • 

i 

p ~ (Xi) = h12 ( /12 f i - /1 3 f i + g /1 4 f i - • • • ) • 

Slicno, iz formula dobijenih na osnovu Stirlingove formule 

sleduje 

p 11 (X . ) = _!._ ( 0 2 f , - _!._ 0 4 f + , , , ) 1 i td • 
n ~ h2 ~ 12 i 

Do formula za izvod funkcije u interpolacionim cvorovima 

moze se doci i formalno primenom operatorskog racuna. 

Kako je ehD = E = 1 + 11, imamo 

D k log ( 1 + 11) = k ( 11 - ~ 11 2 + 111 3 - i 11 4 + ••• ) 

i 

k Za dobijanje razvoja operator~ D po stepenima od 11, kori-

sticemo se Stirlingovim brojevima prve vrste, koji se definisu na 

sledeci nacin: 

Definicija 1.2.1. Koeficijenti S(k) u razvoju 
n 

k (log(l+x)) 
k! 

+oo 
I 

n=k 

koji vazi za dovoljno malo x, nazivaju se Stirlingovim brojevima 

prve vrste. 
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Umesto prethodne definicije moze se uzeti i sledeca njoj 

ekvivalentna definicija. 

Definicija 1.2.2. Koeficijenti S~k) u razvoju uopstenog stepena 

po algebarskim stepenima 1 tj. 

~ 8 (k) k 
£ n X I 

k=1 
x(n) = x(x-1) ••• (x-n+1) 

nazivaju se Stirlingovim brojevima prve vrste. 

Primer 1.2.1. Dokazacemo da za Stirlingove brojeve S(k) vazi re
n 

kurentna relacija 

(1.2.4) s(k) = s(k-1) - ns(k) 
n+1 n n (k=2131 ••• ). 

Kako je x (n+1) = x (n) (x-n), zaista 1 iz 

sleduje (1.2.4) 1 kao i jednakosti 

s ( 1 ) = -ns ( 1 ) 
n+1 n i s (n+l) = s (n) 

n+1 n 

U sledecoj tabeli dati su Stirlingovi brojevi prve vrste 
s(k) za n;;,7. 

n 

~ 1 2 3 4 

1 1 

2 -1 1 

3 2 -3 1 

4 -6 11 -6 1 

5 24 -50 35 -10 

6 -120 274 -225 85 

7 720 -1764 1624 -735 

Na osnovu definicije 1.2.1 imamo 

tj. 

5 

1 

-15 

175 

s(k) 
k+2 

(k+1) (k+2) 

. . Tabela 1 2 1 

6 7 

1 

-21 1 

k+2 } !J. + • • • I 
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Dk - _!__ { .k- )!. .k+l + k (3k+5) .k+2- k (k+2) (k+3) .k+3+ } 
- k Ll 2 Ll 24 Ll 48 Ll • • • • 

h 

Dakle, formula za k-ti izvod u tacki xi moze se predstavi

ti u obliku 

f (k) (X) =Dkf =_!_(.kf _)!..k+lf +k(3k+5) A k+2f. ) 
i i hk Ll i 2'-' i 24 Ll ~- •••• 

Na primer, za k=l, imamo 

(1. 2. 5) 

Ako f E cn+l [a,b] I greska u poslednjoj formuli moze se pred

staviti u obliku 

(1. 2 .6) 

Primetimo da je kod interpolacionog polinoma Rn(f;xi) =0. 

3 
Primer l. 2. 2. Na osnovu vrednosti funkcije xt+ f (x) =x - 2x- 5 u 

tackama xi=i (i=O,l,2,3,4) odredicemo prva tri izvoda ove funkci

je u tacki x=O. 

vno 

Formirajmo najpre tablicu /:; razlika, uzimajuci h=l: 

X. 
~ 

0 

l 

2 

3 

4 

Tada je 

-5 

-6 

-1 

16 

51 

-1 

5 

17 

35 

6 

12 

. 18 

6 

6 
0 

Na osnovu (1.2.5) i (1.2.6), za n=l,2,3 dobijamo respekti-

.!(f -f)- h2f"(lel), h i+l i ., 

9 NumeriCka analiza, II deo 
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gde je ~n' u izrazima za ostatak u prethodnim formulama, takvo da 

~ € (X . , X . + ) ( h= 1 , 2 , 3 ) • n ~ ~ n 

K?riscenjem operatora zadnje razlike v, slicno formuli 

(1.2,5), dobijamo 

f' (x1l =fi(vf1 +~V
2 f 1 +}v 3 f 1 + ... +*Vnfi) + R~(f;x). 

Pod uslovom da f E cn+l [a,b], ostatak se moze predstaviti u 

obliku 

Odgovarajuce formule za n=l,2,3 su 

Prethodne formule za prvi izvod u cvoru x. su evidentno ne-
~ 

simetricne. One se uspesno primenjuju kada se odredjuje izvod na 

krajevima intervala [a,b]. Tipicna primena ovih formula je kod 

aproksimacije diferencijalnih konturnih uslova u konturnim prob

lemima kod diferencijalnih jednacina. 

za cvorove unutar segmenta [a,b] bolje je koristiti simet

ricne formule za diferenciranje, tj. one koje se dobijaju prime

nom operatora centralne razlike. 

Predjimo sada na konstrukciju ovakvih formula. Kako je 

2 6 
D = h arsh 2 

tj. 

(1.2.7) 

odredjivanje Df1 primenom poslednje formule, nije mogucno ako ne 
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raspolazemo sa vrednostima funkcije u sredisnim tackama izmedju 

interpolacionih cvorova, s obzirom da je 

..,2j+1f. = 2j 
u 0 ( f . +l< - f . ' ) • 

J_ J_ 2 J.-"2 

131 

Medjutim, formula (1.2.7) moze se uspesno primeniti na odredjiva

nje Dfi+~ , s obzirom da je 

Da bismo odredili Dfi samo na osnovu vrednosti funkcije u 

interpolacionim cvorovima, formulu (1.2.7) treba modifikovati. 

Nairne, kako je ll = ( 1 + io 2
) ~, imamo 

D 2\.1 1 2 -~ 0 h (1 + 4o ) arsh 2 , 

tj. 

(1.2 .8) 

Na osnovu poslednje formule dobija se niz formula za odre

djivanje Dfi. Naves6emo samo prve dve: 

gde je r 1 (f) =-th
2

f'"(z;; 1 l (xi-l <;;; 1 <xi+l); 

2° Dfi =~(\.IOfi -i1Jo 3 fi) +r2 (f) 

=-fi-(-fi+2 + Sfi+1- Sfi-1 + fi-2) + r2 (f)' 

gde je 

Izrazi za ostatak su· izvedeni pod uslovom da je f tri, od

nosno pet,puta neprekidno diferencijabilna funkcija. Na primer, 

za dokaz ostatka u formuli 1° pretpostavimo da f €: c3 [a ,b] • Tada 

koris6enjem Taylorove formule nalazimo 

r 1 (f)= f' (xi)- 2~1 (f(xi+h)- f(xi-h)) 

2 
_h_(f"'(l; ) + f"'(~ ) ) 
2. 3! 1 "2 , 

gde 1; 1 €: (xi,xi+1 ) i 1; 2 €: (xi_ 1 ,xi). Kako je f"' neprekidnn funkcija, 

to zakljucujemo da postoji ;;; 1 E (xi-l'xi+l) takvo da je f'"<z:: 1 l je
dnako aritmetickoj srcdini od f"'Ct; 1 ) i f"'(l; 2), sto znaci da se 

9* 
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rl (f) moze izraziti u obliku kakav je datu 1°. 

Uzimajuci umesto h, korak h/2, dvotackasta simetricna for

mula za prvi izvod se moze predstaviti u obliku 

( 1.2. 9) Df (x) "'do (h) 

gde smo stavili x=x
1

. 

Do formule (1.2.9) se moze doci metodom neodredjenih koe

ficijenata, polazeci od opsteg oblika dvotackaste formule 

gde su a1 , bi (i=l,2) za sada neodredjeni parametri. Pretpostavi

mo samo da je ovo pravilo normalizovano, tj. da je lb
1
-b

2
l=l. Od

redicemo sada nepoznate parametre tako da ova formula bude maksi

malnog reda, tj. da je ostatak reda O(hr), gde je r maksimalno 

moguce. 

Koriscenjem Taylorove formule dobijamo 

f'(x)-d(h) 

Iz uslova da se prva tri koeficijenta u dobijenom razvoju 

anuliraju i koriscenjem normalizacionog uslova nalazimo da je 

tj. 

i b =-b =l/2. 
1 2 

Primetimo da se sa ovakvim vrednostima minimizira koeficijent uz 

treci izvod funkcije f. Drucle, u klasi dvotackastih formula za 

prvi izvod, "najbolja" je formula (1.2.9). 

Isti problem, uz koriscenje tri tacke, razmatrali su J.M. 

Ash i R.L. Jones cs J. Nairne, polazeci od 

d(h) 
l 3 
h L a.f(x+b.h) 

i=l ~ ~ 

i interpretirajuci pojam "najbolja formula" na vise nacina, auto

ri su dobili sledece formule 
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dl (h) = 6~{(3-213)f(x+( ~+1)h)+413f(x+ ~h) 13 13 

-(3+2/3)f(x+(--1)h) ; 1 } 
13 

0 1 2 2 
2 d

2
(h) = 

3
h{f(x+h)+w f(x+wh)+wf(x+w h)}, 

gde su w=(-1+i/J)/2 i w2=(-l-i/J)/2 (treci koren iz jedinice); 

1 d
3

(h) = 
120

h{32f(x+3h)-27f(x-2h)-5f(x+6h) }. 

Prirnetimo da su ove formule nesirnetricne. Stavise, formula 

d 2 (h) koristi vrednosti funkcije za kompleksne argumente. Uslov 

norrnalizacije je uveden pomocu 

Sve tri formule su treceg reda. Greska odsecanja se moze iskazati 

u obliku 

lc41f4 
ET = 4! h3 I 

3 . 4 lV 
gde su c 4 = ~I 1 a1b1 , f 4 = sup If (y) I, U(x) okolina tacke x. 

~- yEU (x) 

Za izracunavanje visih izvoda koristi se formula (1.2.7) 

za izvode parnog reda i formula (1.2.8) za izvode neparnog reda. 

Tako dobijarno 

02 ....Lco 2 - ....L 04 1 06 1 08 1 010 
• • •) I + ·90 - 560 + 3150 -

h2 12 

03 __!!_ ( 0 3 1 05 ·7 07 - ... ) , 
h3 - 4 + 120 

04 1 ( 04 1 06 7 08 - ... ) , 
h4 - 6 + 240 

05 __!!_ ( 0 5 1 07 + • • •) I itd. 
h5 3 

Na kraju dajemo najprostiju formulu za aproksimaciju dru

gog.izvoda koja se u praksi najcesce koristi. Ovu formulu dobija-
. -" "' . o2 t. mo uzimaJu~i samo prvi ~lan u razvoJU za , J· 

2 1 2 1 ) 0 f. -
2

6 f.+r(f) =-
2

(f.+1-2f.+f._ 1 +r(f). 
~ h ~ h 1 1 1 
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4 Pod pretpostavkom da f E C Ca,bJ jednostavno se moze dokaza-

ti da postoji ~€(xi-1'xi+1) takvo da se ostatak maze predstaviti u 
obliku 

Koriscenjem numerickih kvadratura mogu se dobiti formule za 

numericko diferenciranje analitickih funkcija (videti Lyness i Mo

ler C47J, Lyness C45J, Tosic C86J, Gautschi i Milovanovic C28J). 

Ovo poglavlje je posveceno konstrukciji i analizi metoda 

za numericku integraciju Poseban tretman je dat Gauss-Christof

felovim kvadraturama. 

Nwnericka integracija funkcija sastoji se u pribliznom iz

racunavanju odredjenih integrala na osnovu niza vrednosti podin

tegralne funkcije po odredjenoj formuli. 

Formule za numericko izracunavanje jednostrukih integrala 

nazivaju se kvadraturne formule. Slicno, formule za dvostruke in

tegrale nazivaju se kubaturne formule. u nasem izlaganju zadrza

cemo se samo na kvadraturnim formulama. 

Potreba za numerickom integracijom javlja se u velikom bro

ju slucajeva. Nairne, Newton-Leibnitzova formula 

(2.1.1) 
b 
J f (x)dx 

a 
F(b) - F(a), 

gde je F primitivna funkcija za funkciju f, ne moze se uvek uspe

sno primeniti*. Navescemo neke od tih slucajeva: 

1° Funkcija F se ne moze predstaviti pomocu konacnog bro
-x2 ja elementarnih funkcija (na primer, kada je f(x)~e ). 

2° Primena formule (2.1.1) cesto dovodi do vrlo slozenog 

izraza, cak i kod izracunavanja integrala jednostavnijih funkci

ja; n.a. primer 

* Ako nije d:PugoiJije naglaseno smatrademo da je fWtkoija f neprekidna 
na ca,bJ. 
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a dx ~ 1 2 1 a/3 f --3 =log - -
6 

log (a -a+1) +-arctg-2-. 
0 l+x /3 -a 

3° Kod integracije funkcija, cije su vrednosti poznate sa· 

mo na diskretnom skupu tacaka (dobijene, na primer, eksperimenta

lno), nije mogucno primeniti formulu (2.1.1). 

Veliki broj kvadraturnih formula ima oblik 

b n 
(2 .1. 2) f f(x)dx ~ L ~f(xk), 

a k=1 

gde su xk tzv. cvorovi, a ~ tezinski koeficijenti. Ako pretposta· 
vimo da je f element izvesnog prostora X (na primer, X=CCa,bJ ili 

X=cffica,bJ), tada numericku integraciju mozemo tretirati kao apro

ksimaciju funkcionele I :X-+ R, pomocu funkcionele Kn:X-+ R, gde su 

b 
I(f) = f f(x)dx i 

a 

Funkcionelu Rn definisanu pomocu 

b n 
R (f) = I(f) -K (f) = f f(x)dx- L ~f(xk) 

n n a k=l 

nazivamo ostatkom kvadraturne formule (2.1.2) i ona predstavlja 

gresku koja se cini pri zameni integrala konacnom sumom. 

Cvorovi ~ su, u opstem slucaju, kompleksni brojevi. Me

djutim, kod vecine kvadraturnih formula cvorovi ~ su takvi da 

svi pripadaju ca,bJ, tj. da je 

(2 .1. 3) 

Uslov (2.1.3) je prirodan, jer se tada vrednost funkcionele Kn 

odredjuje na osnovu vrednosti funkcije f na diskretnom skupu ta

caka {x1 , ••• ,xn}CCa,bJ. Ako je x1=a i xn=b, za formulu (2.1.2) 

kazemo da je zatvorenog tipa, dok u ostalim slucajevima kazemo 

da je otvorenog tipa. 

Od interesa su i kvadraturne formule oblika 

b n 
(2.1.4) f p(x)f(x)dx = L ~f(xk) + Rn(f), 

a k=l . 
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gde je p: (a,b) -+ R+ data tezinska funkcija. 

U daljern tekstu ako nije drugacije naglaseno srnatracerno da 

je X=Cca,bJ. 

U prostoru funkcija X uocimo rn linearno nezavisnih elerne

nata u 1 ,u2 , •.• ,urn. Sa Xrn(c X) oznacirno lineal nad ovirn elernentirna. 

Problem konstrukcije kvadraturnih formula sastoji se u od

redji vanj u pararnetara xk i 1\, (k=l, .•• ,n) , pri cernu su uobicajena 

dva pristupa: 

(a) Cvorovi xk se unapred fiksiraju, a pararnetri ~ se od

redjuju iz tzv. uslova "rnaksirnalne tacnosti", s obzirorn na izab

rani potprostor Xrn. Nairne, pararnetre ~ (ukoliko je to rnoguce) od

redjujerno iz uslova 

(2.2.1) R (f) 
n 

0 

S obzirorn da je Rn linearna funkcionela, uslov (2.2.1) je ispunjen 

ako je Rn(ui)=O (i=l,2, .•. ,n), tj. ako je 

(2.2.2) (i=l,2, .•• ,n), 

gde je funkcionela I, u opstern slucaju, 

b 
I(f) f p(x)f(x)dx. 

a 

Integrali I(ui) se nazivaju rnornentirna tezinske funkcije p u odno

su na bazis B={u
1

, ... ,un}. Jasno je da sistern (2.2.2) irna jedinst

veno resenje ako je B cebisevljev sistern. 

(b) Pararnetri ~ i xk (k=l, ••• ,n) odredjuju se iz uslova 

"maksirnalne rnoguce tacnosti ", tj. iz uslova 

(2. 2. 3) R (f) = 0 n ( V f E x2n>, 

ili,sto je ekvivalentno, izRn(ui)=O (i=l,2, .•• ,2n). Dakle, ~ i 

xk su resenja nelinearnog sistema od 2n jednacina 

(2.2.4) (i=l,2, ••• ,2n). 

Za kvadrature dobijene na ovaj nacin reci cerno da su Gauss-Chri

stoffelovog tipa. 
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Daleko najcesce se u primenama koriste kvadrature koje po

seduju algebarski stepen tacnosti, tj. kod kojih je izabran sistem 

funkcija u1=x1- 1 (i=1,2, ..• ). u tom slucaju potprostor Xm bice 

skup svih algebarskih polinoma ne viseg stepena od m-1. Oznacimo 

ga sa ~m- 1 • Prema tome, kvadraturna formula (2.1.4) ima algebar

ski stepen tacnosti p=m-1, ako je R (f) =0 za svako f E. :P 
1 

(tj. . n m-
R (x

1 - 1)=0, i=1, ... ,m), a bar za jedno f €1-l, R (f);iO (tj. 
n m n 

Rn (xm) ;to). 

Na osnovu prethodnog algebarski stepen tacnosti kvadratur

nih formula dobijenih pristupom (a) je ne manji od n-1, dok je kod 

kvadraturnih formula Gauss-Christoffelovog tipa (pristup (b)) mak

simalno moguc p=2n-1 (videti (2.2.3), gde je x2n= ~n-l). 

Primer 2.2.1. Neka je 

I (f) 
1 

J f(x)dx i 
-1 

3 
K3 (f) = E Akf(xk). 

k=1 

i-1 . Za u1 uzmimo algebarske polinome x (1=1,2, ••. ). 

(a) Izaberimo cvorove ekvidistantno, tj. x1=-1, x2=0, x 3=1. 

Tada sistem (2.2.2) postaje 

Al + A2 + A3 2, 

-A1 + A3 o, 

Al + A3 
2 
3· 

odakle sleduje A1 =A3 =t• A2 =~. Dakle, dobijena kvadraturna for

mula ima oblik 

I(f) "K3 (f) = ~(f(-1)+4f(O)+f(l)). 

Ova formula je dobro poznata iz standardnih kurseva matematicke 

analize i naziva se Simpsonova formula. Za segment c0,2hJ ova for

mula glasi 

gde je fk = f (kh) (k=O , 1, 2) • 

(b) Odredjivanje cvorova i tezinskih koeficijenata iz us

lova maksimalne moguce tacnosti, ·tj. iz sistema jednacina (dobije-
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nog na osnovu (2. 2. 4)) 

Al + A2 + A3 2, 

Alxl + A2x2 + A3x3 0, 

2 2 2 2 
Alxl + A2x2 + A3x3 3• 

3 3 + A 3 Alxl + A2x2 3x3 o, 

4 4 4 2 
Alxl + A2x2 + A3x3 5' 

5 
Alxl 

5 
+ A2x2 

5. 
+ A3x3 = 0 

moze biti veoma komplikovano. Koriscenjem izvesnih simetrija u 

sistemu nalazimo 

sto znaci da smo dobili kvadraturnu formulu 

koja je poznata u literaturi kao trotackasta Gauss-Legendreova 

formula. Ova formula ima algebarski stepen tacnosti p=5. 

Za kvadraturne formule sa algebarskom bazom kazemo da su 

interpolacionog tipa, jer se umesto resavanja sistema jednacina 

(2.2.2) ili (2.2.4) (sa prethodno odredjenim xk na neki drugi na

cin), tezinski koeficijenti ~ mogu, koriscenjem Lagrangeove in

terpolacione formule, izraziti u eksplicitnom obliku 

b 
~ = 1 J p(x)w(x) dx 

w' (xk) a x- xk 
(2. 2.5) (k=l, ••• ,n), 

gde je w(x)=(x-x1 ) ... (x-xn). 

Zaista ako su vrednosti funkcije f u datim tackama x 1 , ••• , 

xn (€Ca,bJ) redom f 1 , ••. ,fn, tj. 

(k=l, ••• ,n), 

odgovarajuci Lagrangeov interpolacioni polinom je tada ne viseg 

stepena od n-1 i ima oblik 
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gde je w(x) dato prethodno. 

Tada zamenom funkcije interpolacionim polinomom i interpo
lacijom dobijamo 

tj. 

(2. 2. 6) 

b 
f p(x)f(x)dx 
a 

b 
f p(x)f(x)dx 
a 

b 
f p(x)P

0
_ 1 (x)dx + R

0
(f), 

a 

n 

ki1 ~fk + Rn (f), 

gde je ~ dato sa (2.2.5). 

k Kako je za f(x)=x (k=0,1, ••• ,n-l), f(x)=P
0

_ 1 (lc), imamo 

(k=0,1, ••• ,n-1), 

odakle zakljucujemo da je formula (2.2.6) tacna za svako fE ))n_ 1, 

bez obzira na izbor interpolacionih cvorova. 

Ako se za B izabere, na primer, trigonometrijski bazis 

{1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, ••• } dobicemo tzv. trigonometrij

ske kvadrature, kod kojih je interesantan tzv. trigonometrijski 

stepen tacnosti. Takodje, za B se mogu birati: eksponencijalne 

funkcije, racionalne funkcije, splajn funkcije i sl. 

U daljem izlaganju tretiracemo samo interpolacione kvadra

ture sa algebarskom bazom. 

Kod kvadraturnih formula zatvorenog tipa obicno numeracija 

cvorova pocinje od nule, tako'da imamo kvadraturu oblika 

b n 
(2.2.7) f p(x)f(x)dx = L ~f(xk) + Rn+1 (f). 

a k=O 

Indeks n+1 u ostatku oznacava da se integral priblizno izracunava 
na osnovu vrednosti podintegralne funkcije u n+1 tacaka. Ako je 

formula (2.2.7) interpolacionog tipa, tada se koeficijenti ~ od
redjuju pomo6u (2.2.5) za k=O,l, ••• ,n, pri cemu je w(x)=(x-x0 )· 

(x-x ) ••• (x-x ). Algebarski stepen tacnosti je u ovom slucaju ne 
1 n 

manji od p=n. 
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7.2.3. NewtoD-CotaMWe fo:rmule 
U ovom odeljku izvescemo kyadraturne formule zatvorenog ti

pa u kojima su interpolacioni cvorovi xk=x
0

+kh (k=0,1, ••. ,n) uzeti 

ekvidistantno sa korakom h=(b-a)/n. 

Dakle, formule su oblika (2.2.7). Razmotricemo najprostiji 

slucaj kada je p(x)=l. 

(2. 3. l) 

i 

(2. 3. 2) 

Ako uvedemo smenu x-x
0

=ph, imamo 

w(x) (x-x0 ) (x-x1 ) •. ~ (x-xn) 

n+l 
h p (p-1) ... (p-n) 

(xkxO) ..• (xk -~-1) (xk -xk+l) ... (xk -xn) 

hn(-1)n-kk!(n-k)!. 

Uvodjenjem oznake za uopsteni s tepen x ( 
8

) =x (x-1) .•• (x-s+ 1) , 

na osnovu (2.3.1), (2.3.2) i rezultata iz prethodnog odeljka 1dobi-

jamo 

tj. 

n (- 1 )n-kp (n+1)h d 

£ (p-k)k! (n-k)! P (k=O, 1, ... ,n), 

(k=O, 1, ••• , n) , 

gde smo stavili 

(2. 3. 3) 
n-k n 

= (-1) (n) f 
Hk = Hk (n) n !n k 

0 

(n+1) 
p d 

p -k p (k=O ,1, ... ,n). 

Koeficijenti Hk su u literaturi (videti na primer C49J i 

c 15J) poznati kao Ne\'lton-Cotesovi koeficijenti, a odgovarajuce 

formule 

(2.3.4) 

X =b 
n 
J f (x)dx 

xo=a 

n 
(b-a) l. Hkf (a+k b-a) (n EN) 

k=O n 

kao Newton-Cotesove formule. 

Primedba 2.3.1. Za koeficijente Hk vaze jednakosti 

n 
i L Hk = 1. 

k=O · 
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Razmotricemo sada dva partikularna slucaja. 

a) Neka je n=l. Tada je, na osnovu (2.3.3), H0=H 1 =I pa je 
odgovarajuca Newton-Cotesova formula 

(2. 3.5) 
b 

f f (x)dx = b;a (f (a) + f (b))+ R2 (f). 
a 

Ova formula je poznata kao trapezna formula ili trapezno pravilo. 

Teorema 2.3.1. Ako f E.c2 ca,bJ, za ostatak R2 (f), u formuli (2.3.5), 

vazi 

(2. 3. 6) 
3 

R2(f) =- (b-a) f11(t;) 
12 1 

Dokaz. Definisimo funkciju F:cO,b-aJ+R, pomocu 

F(h) 
a+h h 
f f(x)dx- 2 (f(a) + f(a+h)). 

a 

Diferenciranjem ove funkcije sukcesivno dva puta dobijamo 

i 

(2. 3. 7) 

F ' (h) = I ( f (a +h) - f (a) ) - ~ f' (a +h) 

F 11 (h) = - h f 11 (a +h) . 2 

Kako je F(O)=O i F'(O)=O, integracijom jednacine (2.3.7) 

dobijamo 

h 
F(h) =-If t(h-t}f 11 (a+t)dt. 

0 

2 s obzirom da f E.C ca,bJ, primenom teoreme o srednjoj vrednosti 

odredjenog integrala, poslednja jednakost se svodi na 

(2. 3. 8) 
h 3 

F(h) = -}f 11 (a+ehlf t(h-t)dt = -~2 f 11 (a+eh), 
0 

gde je 0<6<1. Najzad, ako stavimo h=b-a, iz (2.3.8) sleduje 

R2 (f) = F(b-a) 

cime je dokaz zavrsen. 
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Promenom uslova za f mogucno je dobiti i druge ocene za 

R2 (f) • Navescemo bez dokaza neke od tih rezul ta ta ( C38 J, CS 7 J, 

[ 60 J , [ 9 4 J ) • 

Teorema 2.3.2. Ako funkcija zadovoljava Lipschitzov uslov, tj. 

lf(x) -f(yll ~Mix-yl ('v'x,yECa,bJ), 

tada je 

M(b-a) 2 . 1 2 
IR2 (f) I ~ 

4 
-

4
M(f(b) - f(a)) • 

Teorema 2.3.3. Ako funkcija f zadovoljava uslove If' (x)-f' (Y) I < 

Mlx-yl (\fx,yEca,bJ) i f'(a)=f'(b)=O, tada je 

1 (f(b)-f(a)) 2 

- 2M· b- a 

b) Pretpostavimo sada da je n=2. Tada na osnovu (2.3.3) i 

(2.3.4), dobijamo kvadraturnu formulu 

(2.3.9) 
b b-a a+b I f(x)dx = --6--(f(a) + 4f(--

2
--l + f(b)) + R

3
(f), 

a 

koja je poznata kao Simpsonova formula ili pravilo (videti primer 

2.2 .1). 

4 
Teorema 2.3.4. Ako f EC Ca,bJ, za ostatak R

3
(f), u formuli (2.3.9), 

valH 
5 

(2.3.10) R3(f) =- (b-a) fiV(~ ) 
2880 2 

(a < ~ 2 <b). 

Dokaz. Slicno, kao u dokazu teoreme 2.3.1, definisimo funk

ciju F:c-a,aJ~R, pomocu 

F(h) 
c+h h 
I f(x)dx- 3(f(c-h)+4f(c)+f(c+h)), 

c-h 

a+b . b-a 
gde su c =-2- ~ a =-2- • 

Uzastopnim diferenciranjem funkcije F tri puta dobijamo 

2 h F'(h) = 
3

(f(c-h)-2f(c)+f(c+h))-
3

(f'(c+h)-f'(c-h)), 

F" (h) =- -J<t' (c+h) -f' (c-h)) -~(f" (c+h) +f" (c-h)), 



7.2. NUMERICKA INTEGRACIJA 

F''' (h) = - !!(£"' (c+h) - f"' (c-h)). 
3 

143 

Kako je F(O)=O, F' (0)=0, F"(O)=O, relenje poslednje jedna

cine mozemo predstaviti u obliku 

h 
F(h) = J l(h-t) 2 (- .!:) (f'" (c+t) - f"' (c-t) )dt, 

0 2 3 

odakle, korilcenjem Lagrangeove teoreme, dobijamo 

h 
F(h) =- t f t

2
(h-t)

2
£

1
V(c+S(t)t)dt 

0 
< je (t) I < 1 l. 

Najzad, primenom teoreme o srednjoj vrednosti odredjenih 

integrala (f € c4ca,bJ) i stavljanjem h = Cl. = b;a, iz poslednje jed

nakosti sleduje (2.3.10), cime je dokaz zavrlen. 

Na osnovu prethodnih razmatranja zakljucujemo da je trape

zna formula tacna za svako f E. (1)
1

, a da je Simpsonova formula tac

na za svako f E.~· 

U daljem izlaganju dacemo pregled Newton-Cotesovih formula 

za n,;;S (videti c 1 J, Cl4J, C37J). Pri ovome k,oristimo oznake 

h=(b-a)/n, fk=f(xk) (k=O,l, ..• ,n). 

1) n=l (trapezno pravilo) 

xl 
h 3 

f f(x)dx 2(fO+fl) -~2f"(t;l); 
xo 

2) n=2 (Simpsonovo pravilo) 

x2 
h hS IV 

f f(x)dx = 3<£o+4fl+f2l -90 f (1;2); 

xo 

3) n=3 (Simpsonovo pravilo i) 

4) n=4 (Booleovo pravilo) 
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5) n=5 

6) n=6 

7) n=7 

8) n=8 

}8~ < 19£0 +75£ 1 +50£ 2 +50£ 
3 

+75£ 4 +19£5 l 

275h 7 (6) 
- 12096 f (1;5) ; 

7h 
17280

<751£
0

+3577£
1

+1323£
2

+2989£
3

+2989£
4 

8183h 9 (8) 
+ 1323£5+3577£6+751£7) - f (1;7); 518400 

11~ 75 (989£0 +5888f1-928f2+10496f3-4540f4+10496£5 

2 36 8h 11 ( 10) 
- 928£6+5888£7+989£8) - 467775 f (1;8), 

gde f;k € (x0 ,~) (k=l, ••• ,8). 

U opstem slucaju ostatak Rn+l (f) ima oblik (videti, na 

primer, c 7 J, U4J, U5J) 

(2. 3.11) 

gde je m =2CIJ +3. Jednakost (2.3.11) ima smisla ukoliko funkcija 

m-1 
f EC Ca,bJ. 

Primedba 2.3.2. Za koeficijente Hk(n) u Newton-Cotesovoj formuli 

za segment c0,1J, vaze asimptotske formule (videti Cl4J, C93J) 

k-1 n 
= (-1) (n) (.!. + (-1) ) ( 1 + 0(-1 -)) 

1 
2 k k ---n=K log n 

n og n 
(l ~k ~n- 1), 

= H (n) = 
1
1 (1 +0(-

1
1 l). 

n n ogn og n 
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Na osnovu prethodnog uocavamo da se formule znatno kompli

kuju ukoliko je n vece. u prakticnim racunanjima obicno se koris

ti Simpsonova formula (n=2), s obzirom da je relativno jednostav

na, a da pri tome daje dosta zadovoljavajucu tacnost ukoliko je h 

dovoljno malo. Uslov da h bude dovoljno malo moze se obezbediti 

podelom segmenta ca,bJ na niz podsegmenata, 0 cemu ce biti reci u 

narednom odeljku. 

Primer 2.3.1. Primenimo Newton-Cotesove formule za n=l, •.. ,6 na 

priblizno izracunavanje integrala 

(2. 3. 12) 
1 

I = f 
0 

dx 
l+X' 

cija je tacna vrednost R.og 2 =0.69314818 •••• Dobijene vrednosti 

sredjene su u narednoj tabeli. 

n Priblizna vrednost za I 

1 0.75 

2 0.6944444 

3 0.69375 

4 0.6931745 

5 0.6931629 

6. 0.693148 

Primedba 2.3.3. Ako Newton-Cotesovu formulu za n=6 predstavimo u 

obliku 

4~~{(42-~l£0 +(21Q+6)£ 1+(42-l5l£ 1 +(252+20)£ 3 
+ (42-15)£

4
+(210+6)£5 +(42-1)£

6
} + R7 (f), 

dobijamo tzv. Weddleovo pravilo 

X 
6 3h 

(2.3.13) f f(x)dx =ro(£
0

+5£
1

+£2 +6£ 3+£4 +5£5+£6 ) + R7 (f), 

gde je 

tj. 

10 NumeriCka analiza, II deo 
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Primer 2.3.2. Primenom formule (2.3.13), na integral (2.3.12), do

bijamo !=0.6931493, s obzirom da je 

f 0 =l.OOOOOOO, f
1
=0.8571428, f

2
=0.7500000, 

f
3
=0.6666667, f

4
=o.Goooooo, f

5
=o;S454545, 

f6=0.5000000. 

Kao sto je napomenuto u prethodnom odeljku, da bismo tac

nije izracunali vrednost integrala potrebno je podeliti segment 

ca,bJ na niz podsegmenata, a zatim na svakom od njih primeniti 

neku od kvadraturnih formula. Na taj nacin dobijamo uopstene ili 

kompozitne formule. U ovom odeljku razmotricemo uopstene formule 

dobijene na bazi trapezne i Simpsonove formule, kao i neke uopste

ne kvadraturne formule otvorenog tipa. 

Podelimo segment ca,bJ na niz podsegmenata Cxi-l'xiJ 

(i=l, ... ,n) tako da je xi=a+ih(i=O,l, ... ,n) i h=(b-a)/n. 

mo 

tj. 

y 

y= f(x) 

Sl.. 2. 4. 1 

Primenom trapezne formule na svaki od podsegmenata dobija-

b 
J f(x)dx 
a 

n xi 
L f f(x)dx 

i=l xi-l 
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(2.4.1) 
b 

J f(x)dx 
a 

gde su Tn =Tn(f;h) = h(~f0 + f 1 + ••• + fn_ 1 + ~fn) 

xi_ 1 < t;i <xi (i=l, ••• ,n). 

Teorema 2.4.1. Ako f E.c
2 ca,bJ vazi jednakost 

b 

i 

/ 

(2.4.2) f f(x)dx- Tn 
(b-a) 3 

f" (!;) 
12n

2 (a < t; <b). 
a ' 

Dokaz. Kako uslov f ec2 ca,bJ obezbedjuje egzistenciju tak

vog I;( a <!; <b) da je 

n 
.! I f"(t;.l = f"(t;l, 
n i=l ~ 

iz (2.4.1) neposredno sleduje jednakost (2.4.2). 

Kvadraturna formula 

b 
f f (X) dx " T ( f ; h) 
a n 

naziva se uopstena trapezna formula. 

(h b-a 
-n-) 

Pretpostavimo sada da je h =b
2
-a, tj. x.=a+ih(i=O,l, ••• ,2n) 
n ~ 

(videti sl.2.4.2) 1 a zatim na podsegmente cx0 ,x2 J, .•• ,cx2n_2 ,x2nJ 

primenimo Simpsonovu formulu. Na taj nacin dobijamo uopstenu Sim

psonovu formulu 

y 

10• 

x =a 
0 

y=f(x) 

Sl. 2.4.2 

X =b 2n 



148 7. NUMERICKO DIFERENCIRANJE I NUMERICKA INTEGRACIJA 

gde je 

b 
J f(x)dx 
a 

Sn(f;hl (h 
b-a 
2n)' 

Teorema 2.4.2. Ako f Ec4 ca,bJ' vazi jednakost 

b 5 
J f(x)dx -s =- (b-a) f 1V(1;) 
a n 2880n 4 

Dokaz je slican dokazu teoreme 2.4.1. 

(a < 1; <b). 

Dacemo sada jednu uopstenu kvadraturnu formulu otvorenog 

tipa koja se naziva pravilo srednje tacke, a koja se dobija pri

menom elementarne formule 

c+h 
/ f(x)dx 

c 

Neka je 

gde Su f( 2k- 1 )/2 
= f(a+ 2k

2
- 1 h) (1'=1, ••. ,n); h=b-a. ' • n 

Teorema 2.4.3. Ako f Ec2 ca,bJ vaZi 

(b-a) 3 
f" (!;) 

24n2 (a<~<b). 

Iz teorema 2.4.1 i 2.4.3 sleduje 

Posledica 2.4.1. Ako fEc2 ca,bJ i f"(x) >0 na ca,bJ, tada je 

b 
Mn < J f(x)dx ~ Tn. 

a 

Sledeca teorema se moze izvesti kao specijalan slucaj je

dnog opstijeg rezultata dobijenog u radu C56 J. 

Teorema 2.4.4. Neka je f dva puta diferencijabilna funkcija na 

ca,bJ sa ogranicenim drugim izvodom, tj. If" (x) I ~A (\if xEca,bJ. 

Tada je 
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1/bf{x)dx- -
2
1 {T + M) I ~ ~2 I a n n 48n 

(h 
b-a 
-). 

n 

Primer 2. 4. 1. Primenom uopstene trapezne i uopstene Simpsonove 

formule izracunacemo integral 

1.2 
f ;;z dx, 

1.0 

cija je tacna vrednost ~({1.2) 3 / 2 -1) = 0.2096894 .•• , ili,zaokru

gljena na sest znacajnih cifara
1
0.209689. Kod izracunavanja kori

sticemo se tablicom vrednosti funkcije x 1-+ f {x) =l;z 

i 

X l. 00 l. 05 1.10 1.15 1.20 

f{x) 1.00000 1.02470 1. 04881 1.07238 1. 09544 

Imamo 

1 T
4 

= 0.05{2•1,00000 + {1.02470 + 1.04881 + 1.07238) 

+ ~-1.09544} = 0.2096805 

s
2 

°·~ 5 {1.ooooo + 4{1.02470 + 1.07278) + 2· 1.04881 

+ 1.09544} = 0.2096896, 

ili,zaokrugljivanjem na sest znacajnih cifara, 

T4 = 0.209680 i s2 = 0.209690, 

pri cemu su odgovarajuce greske 9 •10 -
6 i 1•10 - 6 • 

Ispitajmo sada kako uticu greske zaokrugljivanja u vredno

stima fk na rezultat koji se 'dobija primenom uopstene trapezne i 

uopsterie Simpsonove formule. Neka fk oznacava zaokrugljenu vred

nost od fk' tj. neka je odgovarajuca greska zaokrugljivanja ek 

= fk - fk. Sem toga, neka je lekl ~E. Kako je 

T {f;h) = T {f;h) + T {e;h) n n n 
{e{~)=f(x)-f(x)), 

imamo 

(b-a) E. 
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Ista granica za gresku se dobija i kod Simpsonove formule. 

Nairne, imamo 

h IS0 (e;fll ~3{1e0 1+4(le 1 1+ ••. +1e20 _1 1> 

+ 2( le21+ ••• +1e2n-21> + le2n1} 

h 
~ 3{1 +4n+2(n-l)+l}E (b-a)E. 

Kako su vrednosti funkcije f, u primeru 2.4.1, zaokruglje

ne na sest znacajnih cifara, tj. njihove apsolutne greske ne pre

laze 5 •10-6 , za gresku kod izracunavanja sume T4 vaZi ocena 

-6 -6 IT4 (e;0.05) I~ (1.2- 1)•5•10 = 10 . 

Ista je granica i za ls 2 (e;0.05) I· 
Na kraju napomenimo da za velicine T0 , M

0
, s

0 
vazi jedna-

kost 

b-a 
gde je h =2n· 

1:.
3 

(T (f;2h) + 2M (f;2h)), 
. n n 

Kod numericke integracije, kao sto smo videli, javlja se 

greska ili ostatak kvadraturne formule R0 (f), tj. 

b n 
f p(x)f(x)dx = L ~f(xk~ + R0 (f). 
a k=l 

n 
Naravno, kod izracunavanja sume L ~f(xk) javlja i greska zao

k=l 
krugljivanja, koja 7avisi od tacnosti racunara. 

U ranijem izlaganju, dali smo ocenu ostatka R0 (f) u nekim 

elementarnim kvadraturnim formulama. u opstem slucaju, velicina 

R0 (f) zavisi od izbora kvadraturne formule i od osobina funkci

je f. 

U ovom odeljku, dacemo dva metoda za ocenu ostatka kvadra

turnih formula. Prvi metod se odnosi na klasu neprekidno-diferen

cijabilnih funkcija, a drugi na jednu klasu analitickih funkcija. 
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Primetimo, najpre, da je funkcionela L definisana na izve

snoj klasi funkcija X, pomo6u 

b n 
Lf = Rn(f) =I p(x)f(x)dx- L ~f(xk), 

a k=l 

linearna funkcionela na X. 

Teorema 2.5.1 (Peano). Neka je Rn (f) = 0 za svako f E~. Tada je, 

za svako f € cm+lca, bJ, 

b 

f K (t) f (m+l) (t)dt 
m ' 

(2.5.1) 
a 

gde je Km (t) _.!._ L u i funkcija xl-+ u (x) definisana pomo6u 
m! 

m ) (x-t)m 
u (x) = (x-t) = 

+ 0 

(x > t) 

(x < t). 

Dokaz. S obzirom da se ostatak Em u Taylorovoj formuli 

f(x) = f(a)+f'(a) (x-a)+ ••• + ml! f(m) (a) (x-a)m+Em 

moze predstaviti u obliku 

b 
m\ I (x-t)~ f(m+l) (t)dt, 

a 

primenom linearne funkcionele L na f, dobijamo 

I i~ f (i) (a) L( (x-a) i) +-+ L (fb (x-t) ~f (m+l) (t)dt). 
i=O • m. a 

L f = 

Kako je, medjut~m, L f =0 ( 'r/ f e!P) poslednja jednakost m 
se svodi na 

b . 

Rn (f) = m~ I (L u) f (m+l) (t)dt, 
a 

gde smo stavili u(x)=(x-t)~. 

Ovim je dokaz zavrsen. 

Primedba 2.5.1. Funkcija ti-+Km(t) se naziva Peanovo jezgro za 

funkcionelu L. Primetimo, takodje, da je 
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m!Km(t) 

U slucaju kada je p(x) =1, poslednja jednakost se svodi na 

m!Km(t) 

Posledica 2.5.1. Ako jezgro Km ne menja znak na ca,bJ, vazi 

(2.5.2) 
f (m+l) ( ~) m+l 

(rn+1)! Rn (x · ) (a < t; <b). 

· m+1 
Dokaz. Ako u (2.5.1) stavimo f(x)=x , dobijamo 

b 
Rn(f) = (rn+l)!J Km(t)dt. 

a 

S druge strane, na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti od

redjenih integrala, jednakost (2.5.1) moze se predstaviti u obliku 

b 
R (f) = f(m+ 1 ) <Of Km(t)dt 

n a 
(a < t; <b), 

m+1 
s obzirorn da f E C Ca,bJ. 

Kombinujuci poslednje dve jednakosti, dobijarno (2.5.2). 

Primer 2.5.1. Odredimo ostatak u trapeznoj formuli. Ovde je n=2, 

m=l i 

b b-a 
R2 (f) = f f(x)dx - - 2-(f(a) + f(b)). 

a 

Primenorn Peanoove teorerne, imamo 

1 
2 ca-t) (b-t). 

Kako je K(t) ~0 (t € ca,bJ), mozemo koristiti tvrdjenje po

sledice 2.5.1, pa je 

!f"(~)R (x2) (b-a)3 f"(~) 
R2 (f) = 2 " 2 = - 12 " (a <I'; <b). 
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Neka je, sada, X Hilbertov prostor regularnih funkcija 

zr->-f(z) u disku lz\<1 i neprekidnih na f={zllzl=l}, za skalarnim 

proizvodom 

1J. -(f,g) = --
2 

yf(z)g(z) ds 
rr r 

(f,g €X) I 

gde je ds element luka krive r. 
2 Primedba 2.5.2. Sistem funkcija {l,z,z , •.• } u prostoru X je or-

tonormiran, tj. 

- f z z ds = 1 m -n ) 
1 

2rr r 0 

(m =n), 

(mfn), 

sto se lako proverava neposrednim izracunavanjem. 

Ako je -1 <a <b < 1 i f €X, dacemo ocenu ostatka 

b n 
f f(x)dx- L ~f(xk). 
a k=1 c 

Jednostavnosti radi, pretpostavicemo da -1 <xk < 1 (k=1, ..• ,n). 

imamo 

(2. 5. 3) 

Kako je, na osnovu Cauchyeve formule, 

f(z) 1 f !lQ dl; 
2rri 1;- z r 

1 .t f (t;;~ ds (dl;=il;ds), 211 r 1-z1; 
r 

Lf = 2~ p f(I;)L( 1 !z~)ds, r 

gde je Lf=Rn(f). Primenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti na (2.5.3) 

dobijamo 

(2.5.4) 

i 

2 
jLfj

2 ~ ~ f lf(l;) 1
2
ds f IL( 1 ! F) I ds 

4rr r r z., 

Kako je II f II 2 
= < f, f) = f f .I f < ~;;) I 

2 
ds , 

rr r 

.2 a 

Q = L(__!____) = 
1 - zl; 

+oo 
--1-- f lol 2

ds = ~ f QQds = 2~ L jL(zP) 12 , 
4rr

2 r 4rr r p=O 

pri cemu je iskoriscena osobina ortonormiranosti niza 
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2 { 1, z, z , ••• } , ( 2. 5. 4) se svodi na 

tj. 

(2. 5. 5) I Rn (f) I ,;;, ( 2 11) 
112 

o II f II • 

Ako pretpostavimo da kvadraturna formula ima algebarski 

stepen tacnosti m, tada se izraz za o
2 svodi na 

2 
0 

+oo 
1 L j L ( zP) I 2 • 

21! p=m+l · 

Za normu llfll najcesce se koristi gruba ocena 11£11 ~max lf(zll 
l z I =1 

i tada iz (2.5.5) sleduje 

1/2 I R (f) I ,;;, ( 211) o max I f ( z) I • 
n \z\=1 

U radovima C32J, C33J, C34J, Hammerlin je odredio granice 

za o u nekim standardnim kvadraturnim formulama. Taka, na primer, 

aka je ca,bJ = c-l/2,1/2J, on je dokazao nejednakosti 

(21T) 1/ 2
o < O.l89h2 (za uopstenu trapeznu formulu), 

(za uopstenu Simpsonovu formulu). 

Ostatak u kvadraturnoj formuli 

(2. 6. 1) 

po pravilu, se moze uciniti proizvoljno malim, ukoliko se uzme do

voljno veliko n. Medjutim, po svaku cenu n ne treba povecavati, s 

obzirom da se pri numerickom radu javljaju greske o kojima je bilo 

reci u poglavlju 1.2. Izlozicemo sada jednu ideju za povecavanje 

tacnosti formule (2.6.1), pri fiksiranom n, koja se sastoji u su

kcesivnom izdvajanju tzv. glavnog dela ostatka. 

Posmatraj~o uopstenu trapeznu formulu (videti odeljak 7.2.4 

X =b 
n 

J f(x)dx = Tn(f;h) + Rn+ 1 (f), 
x

0
=a 



7.2. NUHERICKA INTEGRACIJA 155 

gde je T (f;h) = h (.! £
0 

+£
1

+ •.• +£ +-
2
1 f ) 

n 2 n-1 n 

2 = f(x0 +ih) (i=0,1, ••• ,n). Ako f €C ca,bJ, ostatak se moze, kao 

sto je poznato, predstaviti u obliku 

(a <f. <b). 

Pod uslovom da je funkcija f dovoljan broj puta diferenci

jabilna, ideja 0 sukcesivnom izdvajanju glavnog dela ostatka, moze 

se sprovesti razvijanjem ostatka Rn+
1 

(f) u red po koraku h. Doda

juci clanove ovog reda sumi Tn(f;h) dobijamo niz kvadraturnih for

mula, cija se tacnost povecava sa brojem dodatih clanova. 

Definicija 2.6.1. Koeficijenti Bk (k=0,1, ••• ) u razvoju 

(2 .6. 2) ( \x \ < 2rr) 

nazivaju se Bernoullievi brojevi. 

Na osnovu (2.6.2), tj. jednakosti 

zakljucujemo da je s 2i+l=O (i=1,2, •.• ) i 

1 5 691 7 
8 8 =- 30' 8 10 =66' 8 12 =- 2730' 8 14 =G, itd. 

··1 
Izrazicemo najpre operator ~ pomocu operatora diferenci-

ranja. Kako je ehD = 1 + ~. imamo 

tj. 

-1 +oo B 
~-1 = (ehD _ 1 )-1,. Q__ t ~(hD)k 

h k;O k! 

-1 1 0 -1 _ 1 + 1 hD 
~ =h 2 TI 

Kako je, dalje, 

f -f n 0 

n-1 
l. f., 

i,;O 1 

1 3 
720(hD) + ••• • 
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n-1 n-1 
D- 1

fi( I f.) = l. Jf. = 
i=O 1 i,;,O 1 

X 
n 

f f(x)dx, 
xo 

-I primenom operatora fi na fn -£
0

, dobijamo Euler-Maclaurinovu su-

macionu formulu 

(2 .6. 3) 

gde je 

tj. 

(2. 6. 4) 

n-1 
I f. 

i=O 1 

1 
h 

X 
n 

f f(x)dx - !cf -f ) 2 n 0 
xo 

m 
+ I 

i=1 

B h2k-l 
2k (f(2k-1)_f(2k-l)) + Em(f), 
(2k)! n 0 

Formula (2.6.3) se moze predstaviti u obliku 

xn m B h 2k 
f f(x)dx = T (f;h)- /. 2k (f( 2k- 1 )-f(2k-l))-hE (f) 

X 
n 

f f(x)dx 
xo 

n k,;l (2k)! n 0 m ' 

2 4 
T ( f h ) !!_ ( f ' - f ' ) + ..E._ ( f '" - f '" ) -n ; - 12 n 0 720 n 0 

B h2m 
_ 2m (f(2m-1) -f(2m-l))-hE (f). 

(2m)! n 0 m 

Primer 2.6.1. Za m=l, formula (2.6.4) se svodi na 

fnf(x)dx = Tn(f;h) -~~(f~ -f0) +~~~ f
1v<O (x0 <I; <xn). 

xo 
Poslednju formulu primenimo na izracunavanje vrednosti integrala 

iz primera 2.4.1 sa h=O.OS, tj. n=4. 

Kako je f'(x) =tx- 1/ 2 i T4 =0.209680, imamo 

1.2 - 0 os 2 1 1 f lx dx "' 0.209680 - -·--·-(--- 1) = 0.209689. 
1.0 12 2 11:2 

Euler-Maclaurinova formula ima primenu i kod izracunavanja 

zbira s = f 0 +f 1 + ••• +fn • 

Primer 2.6.2. Izracunacemo zbir 
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s 1 + __ 1_ + 1 + .•• + __ 1_ 

11 3 13 3 15 3 15 3 

3 uzimaju6i u formuli (2.6.3) f(x)=1/x , h=2, n=20, x
0

=11, 

x =51, m=3. 
20 

4 6 v 8 

imamo 

Kako je f' (x)=-3/x , fm (x)=-60/x , f (x)=-2520/x , 

s 1 51 
dx + .!. (-1- + _1_) + 2(- 3 + _3_) f 2 

11 x3 2 113 513 12 51 4 114 

8 60 + ..i2...) + ~(- 2520 + 2520) - 720 (-
516 116 42·6! 518 118 

<! 1~0(0.1969999 +0.0379427 +0.0034077 +0.0000376 

+ 0.0000012) -2 0.2383891·10 , 

tj. s ~ 0.002383891. 

Pored formule (2.6.3) postoje i druge sumacione formule. 

Na primer, formula 

n-1 
(2.6.5) .L fi+(1/2) 

~=0 

m 
t 

k=1 

gde je 

1 
h f(x)dx 

l-2k 2k-l 
( 1- 2 )B2kh (2k-l) _ f(2k-l) )+E' 

(2k)! (fn 0 m ' 

koja se naziva druga Euler-Maclaurinova formula, generalise tzv. 

pravilo srednje tacke (videti odeljak 7.2.4). 

Navedene Euler-Maclaurinove formule mogu se modifikovati 

na taj nacin sto bi se izvodi funkcije f u tackama xo i xn zameni

li odgovaraju6im diferencnim formulama. 

Na primer, ako izvode u tacki x 0 zamenimo pomo6u 

formula sa operatorom prednje razlike, tj. 

.. "' .. , 
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a izvode u tacki xn pomocu formula sa operatorom zadnje razlike, 

tj. 

+ ~ 9k+1f + k(3k+5) 9k+2f 
2 n 24 n + • · • ' 

iz (2.6.4) sleduje Gregorieva formula 

gde su 

Primedba 2.6.1. Koeficijenti Gk mogu se odrediti iz relacije 

n 1 
\ G = .,...;::-;,n~;::-;~ 
L n+l-k k 2 (n+l) (n+2) k=l 

Posmatrajmo kvadraturnu formulu 

b 
(2. 7 .1) I f f(x)dx = L ~f(xk) + R(f), 

a k 

u kojoj su tacke xk(€ca,bJ) uzete ekvidistantno sa korakom h. Sa 

I(h) oznacimo pribliznu vrednost integrala I koja se dobija pri

menom ove kvadraturne formule. Pretpostavimo, dalje, da je osta

tak reda r(r6N), tj. da je oblika 

(2.7.2) 

gde C ne zavisi od h. 

Ocigledno je da I (h) -+I, kada h -+ 0. Ako za h uzmemo dve 

vrednosti h 1 i h 2 (h2 < h 
1

) i sa njima odredimo pribliz,1e vrednosti 

integrala I (primenom formule (2.7.1)), sledecim postupkom, po 

pravilu, se moze dobiti tacnija vrednost ovog integrala nego sto 

su vrednosti I(h 1 ) i I(h 2). Nairne, iz (2.7.1) i (2.7.2) sleduje 

i 
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Zanemarivanjem velicina O(h~+ 1 ) i O(h~+ll u poslednjim jednakosti

ma i eliminacijom parametra C dobijamo formulu 

(2.7.3) 
I (h

2
) -I (h 

1
) 

h
1 

r 
(-) -1 
h2 

koja je poznata kao Richardsonova ekstrapolacija*. U prakticnim 

racunanjima najcesce se uzima h 2=h
1

/2 i u tom slucaju formula 

(2.7.3) se svodi na 

(2. 7. 4) 
I~ 2ri(h2 ) - I(h1 ) 

2r - 1 

Primedba 2.7.1. Ako se kao formula (2.7.1) uzme uopstena trapez

na formula ili pravilo srednje tacke imamo r=2, dok je kod uops

tene Simpsonove formule r=4. 

Primenom ideje koju daje Richardsonova ekstrapolacija, na 

Euler-Maclaurinovu sumacionu formulu moze se doci do jednog rekur

zivnog metoda za numericku integraciju, koji je poznat kao Romber

gova integracija (c75J), Kompletna teorija u vezi sa ovim metodom 

data je u radu c 6J. 

Neka je (2.7.1) uopstena trapezna formula. Tada za 
2m+2 

fEC ca,bJ, na osnovu Euler-~mclaurinove sumacione formule vazi 

(2. 7 .5) R(f) = c h 2 + c h 4 + c h 6 + + c h 2m 
1 2 3 • • • m 

B h2m+2 
2m+2 f (.2m+2) (I;) 
(2m+2)! - (b-a) 

gde su B2k Bernoullievi brojevi i 

B 
c =- ~(f(2k-1) (b)-f(2k-1) ( >) 

k (2k)! a 

(J;E(a,b)), 

(k=1, ••• ,m). 

Ako stavimo h=hk=(b-a)/2k i odgovarajucu trapeznu aproksimaciju 

Tn(f;h) (n=2k) oznacimo sa T~O), tada primena Richardsonove eks-

* OVde se, u stva:ri, pr>ognozira vrudnost I(O) na osnovu vrudnosti 
I(h

1
J i I(h

2
J. 
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trapolacije na T~O) i T~~i• saglasno (2.7.4), daje 

22T(O) - T(O) 
I ~ --~k~+~l--~k~-

22 - 1 

Desnu stranu poslednje priblizne jednakosti oznacimo sa T~l). Od

redicemo sada gresku u aprok~imaciji I ~r~ 1 ) 
Kako je 

!cr -Teo>> -lei -Teo>> 
3 k+l 3 k , 

na osnovu (2.7.5) imamo 

tj. 

I - T ( 1 ) = - .!_ C h 4 + 0 (hk6 ) , 
k 4 2 k 

4 Dakle, greska je reda hk, kada hk +0. 

Pod uslovom da je funkcija f dovoljan broj puta diferenci

jabilna, navedeni postupak sugerise konstrukciju iterativnog pro

cesa za odredjivanje vrednosti integrala I u ob~iku 

h2T(m-1) _ h2 T(m-1) 
k k+l k+m k (m=1,2, ... ), 

tj. 

(2. 7.6) 
4~(m-1) _ T(m-1) 

T (m) = k+l k 
k (m=l,2, ... ), 

4m - 1 

s obzirom da je hk=(b-a)/2k. 

Za gresku u aproksimaciji T~m) vazi ocena 

h2m+2 8 f(2m+2) (!;) 
I _ T(m) = (-l)m+l k ( 2}+2 (a<~ <b). 

k 2m m+l (2m+2)! 

Na osnovu (2.7.6) moze se konstruisati tzv. T-tabela 
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uzimajuci k=0,1, ... i m=1,2, .... u prvoj koloni ove tabele nala

ze se redom priblizne vrednosti integrala I dobijene primenom tra-
k pezne formule sa hk=(b-a)/2 (k=0,1, ... ) . Druga kolona ove tabele 

dobija se na osnovu prve, koriscenjem formule (2.7.6), treca na 

osnovu druge, itd. 

Iterativni proces, definisan sa (2.7.6) predstavlja stan

dardni Rombergov metod za numericku integraciju. Hoze se dokazati 

d · · {T (m) } { {T (m) } ( l 1 · t a n~zovJ. k kENO ~ k mENO po co onama ~ vrs ama u T-

tabeli) konvergiraju ka I. Kod prakticne primene Rombergove inte

gracije, iterativni proces (2.7.6) se najcesce prekida kada je 

IT(m) -T(m-l) I d 0 1 :i,E,ge je ro unapred data dozvoljena greska, i ta-

da se uzima I :oeT(m). 
0 

Primer 2.7.1. Primenom Rombergove integracije priblizno cemo iz-
1 -x2 

racunati integral f e dx. Pri racunanju koristicemo se pribliz-
0 

nim vrednostima podintegralne funkcije u tackama xi=i/8 (i=O,l, 

• • • 1 8) 

f
0

=1.000000, f
1
=0.984497, 

f3=0.868815, f4=0.778801~ 

f6=0.569783, f7=0.465044, 

f2=0.939413, 

f5;=0.676634, 

f 8=0.36788o. 

Uvedimo, pretnodna oznaku ~=T~O) /hk (k=0,1, ... ). 

k 
Primenom trapezne formule sa hk=1/2 (k=0,1,2,3) imamo 

red om 

T(O) =h A =0.683940; 
0 0 0 

TiO) =h
1

A
1 

=0.7313705; 

11 NumeriC ka analiza, n deo 
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A
2

=A
1
+f

2
+f

6 
= 2.971937, T~O)=h 2A2 

A
3

=A
2
+f

1
+f

3
+£

5
+£

7
=5.966927, TjO)=h

3
A

3 

0 • 7429842 1 

0.7458658, 

a zatim primenom formule (2.7.6) na ave rezultate dobijamo T-ta

belu 

0.683940 

0.7313705 

0.7429842 

0.7458658 

0.7471806 

o.74B8554 

0.7468263 

0.7468337 0.7468241 

0.7468243 

Dakle, dati integral je priblilno jednak 0.746824. 

Rombergov metod, koji je prezentiran, sastoji se u sukce

sivnom polovljenju intervala integracije, s obzirom da je 

hk=(b-a)/nk i nk=2k(k=0,1, ... ) . Ovaj metod se mole modifikovati 

u tom smislu da se za {nk}kENO odabere neki drugi podniz prirod-

nih brojeva 1 ali takav da je nk+ 1/nk > c > 1. Na primer 1 u radu 

c 6J 1 za {nk} je koriscen niz {1,2,3,6 1 9,18,27 1 54, ... }. Tada je 

3mT(m-1) - T (m-1) 
k+1 k (m parno) 1 

3m - 1 

T(m) 
4 3~ (m-1) - 4T(m-1) 

k+1 k (m neparno, k parno), 
k 4•3m- 3 

3m+lT (m-1) _ 4T (m-1) 
k+1 k (m neparno 1 k neparno). 

Pretpostavimo sada da formula (2.7.1) predstavlja pravilo 

srednje tacke, tj. 

I 
b 

J f(x)dx 
a 

Mn ( f; h) + R (f) 1 

b- a --n 

~<o fEC 2m+ZCa 1 bJ, na osnovu druge Euler-Maclaurinove suma-
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cione formule (2.6.5) 1 ostatak R(f) se moze predstaviti u obliku 

R (f) = - lc h 2 - 2c h 4 _l.!.c h 6 - - ( 1 - 2) c h 2m 
2 1 8 2 32 3 · · · 4m m 

B h2m+2 
+ (b-a) (1 __ 2_) 2m+2 f(2m+2) (0 (a<!;< b)' 

4m+1 (2m+2)! 

gde su koeficijenti ~(k=1, ... 1 m) isti kao u formuli (2.7.5). 

Ako stavimo n=2k 1 tj. h=hk=(b-a)/2k i aproksimaciju M (f;h) ozna-
v. M_(O) k . t " ' t' k k k d nvt c1mo sa . k , or1s ec1 se 1s 1m postup om ao o uops ene tra-

pezne formulel mozemo konstruisati iterativni proces 

(2. 7. 7) 4m~~~1) _ ~m-1) 

4m - 1 
(m=1~ 2 1 ••• ). 

Uzimajuci k=0 1 1, ... i m=1,2, ..• na osnovu (2.7.7) mozemo 

formirati tzv. M-tabelu 

Primetimo da elementi T i M-tabele stoje u odredjenoj ve

zi. Nairne 1 ako pretpostavimo· da smo izracunali T1~~i i ~~i, tada 

.se sledeci element u prvoj kqloni T-tabele moze odrediti pomocu 

T(O) = l.(T(O) + M_(O)) .' 
k . 2 k-1 k-1 

Naravno 1 vazi i opstija jednakost 

11* 

Koriscenjem poslednje jednakosti 1 (2.7.6) postaje 

(2 . 4m-1_ 1 ) (T (m-1) -~m-1)) 
Tk(m) =~1.(m-1)+ k (m=1,2, ••. ). 

k 4m - 1 
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M-tabela sama za sebe nema neki prakticni znacaj, medjutim, 

ona se moze uspesno koristiti za konstrukciju T-tabele, zahvalju

juci napred navedenim jednakostima. 

'1.2.8. Gau~S-Chri&toffelove kvad:ratum.e fo:r.mule 

Centralno mesto u numerickoj integraciji zauzimaju kvadra

turne formule interpolacionog tipa sa maksimalnim algebarskim 

stepenom tacnosti, poznate kao Gaussove ili, preciznije, kao Ga

uss-Christoffelove kvadrature. Klasicna konstrukcija ovih formu

la je zasnovana na pristupu (b), datom u odeljku 7.2.2, tj. na 

resavanju sistema nelinearnih jednacina (2.2.4). 

Posmatrajmo opsti slucaj integracije sa tezinskom funkci

jom, tj. Gauss-Christoffelove kvadrature oblika 

(2. 8.1) 
b 

J p(x)f(x)dx = 
a 

n 
L ~f(xk) + Rn (f), 

k=1 

ciji je algebarski stepen tacnosti p=2n-l. Dakle, Rn (f) ::::0 za sva

ko fE (/) 
"2n-1 · 

Prve ideje o ovakvim kvadraturama poticu od Newtona (1676). 

Cotes je nezavisno od Newtona, takodje, koristio slicne ideje. Os

lanjajuci se na radove Newtona i Cotesa i svoj rad o hipergeomet

rijskim razvojima iz 1812. godine, C.F. Gauss (C18J) je 1814. ra

zvio farnozni metod za integraciju, koji znacajno poboljsava dotad 

poznate Newton-Cotesove formule. Gauss je razmatrao slucaj p(x)=1 

i numericki odredio parametre zan ~7. Gaussove rezultate je po

jednostavio (po formi) C.G.J. Jacobi (1826). U toku 19. veka Gau

ssove kvadrature su detaljnije razradjivali i dalje razvijali F. 

G. Mehler (1864), E.B.Christoffel (1858) i drugi. Dobijene rezul

tate su sistematizovali i uoblicili u teoriju Christoffel (1877), 

Radau (1880) i Heine (1881). 

Ovaj metod integracije danas se obicno naziva Gauss-Chris

toffelov metod. U novije vreme (1966) pojaviia se knjiga Strouda 

i Secres ta ( 1:82 J) u koj oj je da t jed an opsiran pregled ovih for

mula, ukljucujuci i veliki broj numerickih tabela. Novi znacajan 

progres u konstrukciji Gauss-Christoffelovih formula ucinjen je 

u poslednjih 10-15 godina. Ovde treba pomenuti znacajne rezultate 

do kojih su dosli W.Gautschi (C19J-C24J), G.H.Golub i J.H.Welsch 

(C30J), R.A.Sack i A.F.Donovan (C76J), J.C.Wheeler (C96J) i drugi. 
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Takodje, u literaturi su razmatrane i trigonometrijske, 

eksponencijalne, racionalne, splajn i druge kvadrature Gaussovog 

tipa (na primer, Crout (1929/30), Newbery (1969), Tureckil (1959, 

1960), Haris i Evans (1977/78) i drugi. Detaljne informacije se 

mogu na6i u radu W. Gautschia C23J). 

Gauss-Christoffelove kvadrature se mogu razmatrati i za 

opstije integrale oblika 

I (f) = J f (x)d;\ (x), 
R 

gde je d;\(x) nenegativna mera na realnoj pravoj R sa kompaktnim 

ili beskonacnim nosacem i za koju egzistira prvih 2n momenata 

(k=O, 1, ... , 2n -1) . 

Slucaj (2.8.1) se dobija kada je d;\(x)=p(x)dx (xE(a,b)). 

Teorija Gauss-Christoffelovih kvadratura je u uskoj vezi 

sa teorijom ortogonalnih polinoma (poglavlje 2.2, I deo knjige). 

Tacnije receno, glavno polje primene ortogonalnih polinoma su Ga

ussove kvadrature. stavise, konstruktivna teorija ortogonalnih 

polinoma je proistekla iz konstrukcije Gauss-Christoffelovih kva

dratura za neklasicne tezinske funkcije. 

Neka je {Qk}kEN ortogonalan niz polinoma na (a,b) u od
o 

nosu na tezinsku funkciju x~->-p(x). 

Teorema 2.8.1. Interpolaciona kvadraturna formula (2.8.1) ima al

gebarski stepen tacnosti 2n-1, ako i samo ako su xk (k=1, ... ,n) 

nule polinoma x~-+Qn (x). 

Dokaz. Neka su xk(k~1, ..• ,n) nule polinoma Qn' koje su, 

kao sto je poznato, realne, proste' i lele u (a,b). Neka je, dalje, 

f proizvoljan polinom iz ~2n_ 1 . Kako se ovaj polinom mole predsta

vi ti u obliku 

(2. 8. 2) 

gde su un_ 1 i vn_ 1 polinomi iz Pn_ 1 , imamo 

b b b 
(2.8.3) J p(x)f(x)dx=f p(x)Qn(x)un_ 1 (x)dx+f p(x)vn_ 1 (x)dx, 

a a a 

tj. 
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b 
J p(x)f(x)dx 
a 

b 
J p(x)vn_ 1 (x)dx, 
a 

s obzirom da je prvi integral na desnoj strani u jednakosti 

(2.8.3) jednak nuli zbog ortogonalnosti niza {Qk}kEN . 
0 

Primena kvadraturne formule (2.8.1) na desnu strann posle-

dnje jednakosti daje 

b 
J p(x)f(x)dx = 
a 

Kako je, na osnovu (2.8.2), f(xk)=vn_ 1(xk) (k=1, ••. ,n) i kako je 

Rn(vn_ 1 l =o (jer je formula interpolacionog tipa), zakljucujemo 

da kvadraturna formula (2.8.1) ima algebarski stepen tacnosti 

2n-l. 

Dokazimo sada obrnuto tvrdjenje. Nel<a kvadraturna formula 

(2.8.1) ima algebarski stepen tacnosti 2n-l. Pomocu x
1

, ... ,xn 

konstruisimo polinom Q , tal<av da je 
n 

(x-x1 ) ... (x-xn) 

i posma~rajrno integral 

b 
I 

rn J rn "' p(x)x Q (x)dx 
.n 

a 
(m=O, 1, ..• ,n-1). 

Kako je x~-+ xm Qn (x) polinom iz (j)n+m ( C !P2n_ 1), imarno 

n 

Y A xml' Qn (xk) 
k=l k ' 

0 (m=0,1, .•• ,n-1), 

"' odakle zakljucujemo da niz polinoma {Qn}n€N mora biti ortogona-
o 

lan na (a,b) sa tezinskorn funkcijom x~-+p(x). S obzirorn na jedin-

stvenost ovih polinoma (dona multiplikativnu konstantu), imamo 

"' Qn (x)=cnQn (x). 

Ovim je dokaz teoreme zavrsen. 

Predjimo sada na odredjivanje tezinskih koeficijenata ~· 

koji su poznati kao Christoffelovi brojevi. 

Na osnovu prethodne teoreme, za interpolacione cvorove 

xk(k=1, .•. ,n) kod Gauss-Christoffelovih kvadraturnih formula tre

ba uzeti nule polinoma Qn. Dakle, u ovom slucaju, imamo 
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Qn(x) 
w(x) = (x-x 1 ) ... (x-xn) = a 

n 

gde jean koeficijent uz najvisi stepen u polinornu Q (=a xn+ ... ) 
n n 

i 

b 

~ = f _p"-'-( x"-'-) w"-'-'( x.c.!) __ dx = 
(x-xk)w' (xk) 

1 
b p(x)Q (x) 

f x - ~ dx 
Q~(xk) a k 

(k=l, ••• ,n). 
a 

Teorerna 2.8.2. Tezinski koeficijenti Gauss-Christoffelove kvadra

turne forrnule rnogu se eksplicitno izraziti pornocu 

2 
an IIQn II 

~ = Y n . Qn -1 (x k) Q~ ( xk) 
(2.8.4) (k=l, ... ,n), 

gde su xk (k=l, .•• ,n) nule polinorna Qn' a ani yn konstante koje 

se javljaju u rekurentnoj relaciji 

(2. 8. 5) (n€N). 

Dokaz. Polazeci od Christoffel-Darbouxovog identiteta za 

ortogonalne polinorne (odeljak 2.2.2) 

n 
( 2. 8. 6) I 

i=O 

gde je (Xn konstanta u rekurentnoj relaciji (2.8.5), rnozerno odre

diti tezinske koeficijente ~(k=l, .•• ,n). Nairne, ako u (2.8.6) 

stavirno t=xk (~ Qn(t)=O), a zatim dobijenu jednakost pornnozirno 

sa p(x) i integralirno od a do b, dobijarno 

n 1 b -~+l (~) b p(x)~ (x) 
I 2 Q.(xk)jp(x)Q.(x)dx= 2 J _ dx, 

i=O IIQ
1
. II 1 a 1 e~, IIQ II a x xk n n 

tj. 

(2.8.7) 1\ = - (k=l, •.• ,n), 
Q~(xk)Qn+l(xk) 

pri cernu je iskoriscena osobina ortogonalnosti niza {Qi}i€N . 
0 

Najzad, ako u (2.8.5) stavirno x=xk, dobijarno 

Qn+l (xk) = -yn°n-l (xk)' 

sto zajedno sa (2.8.7) daje (2.8.4)~ 
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Jedno vazno svojstvo Gauss-Christoffelovih kvadratura je 

da su svi tezinski koeficijenti ~ pozitivni. Da bismo dokazali 

ovo, pustimo da x +t u (2.8.6), a zatim stavimo t=xk. Zamenom do

bijenog rezultata u (2.8.7) nalazimo da je 

(k=1, .•• ,n). 

Prirnedba 2. 8 .1. Kako je xt+ fk·(x) 

to je Rn (fk)=O, tj. 

Qn(x) 2 
(-----) polinom stepena 2n-2, x-x k 

b 
I p(x)fk(x)dx > 0, 
a 

odakle, takodje, zakljucujerno da su koeficijenti ~(k=1, .•. ,n) po

zi tivni. 

Predjimo sada na odredjivanje ostatka Rn(f) u Gauss-Chris

toffelovoj kvadraturnoj formuli. 

Teorema 2.8.3. Neka su xk i ~(k=1, ... ,n) kao u prethodnoj teore

mi i neka fec 2nca,bJ. Tada za ostatak R (f) vazi formula 
n 

(2.8.8) R (f) 
n 

2 
IIQn II <2nl 

--------,-2 f ( ~ ) 
(2n) !an 

(a<i;<b), 

gde je an koeficijent uz najvisi stepen u polinomu Qn. 

Dokaz. Posmatrajmo Hermiteov interpolacioni polinom H2n_ 1 
konstruisan na skupu podataka f(xk),f'(xk)(k=1, .•. ,n). Kako je 

greska ked ovog polinoma (videti odeljak 6.2.8) 

f ( 2n) (n) 2 
r 2n-l (f;x) = f(x)-H 2n-l (x) = ( 2n)! w(x) (a < n <b), 

gde je w(x)=(x-x ) ... (x-x ) i kako H
2 1 e[A

2 1 , irnamo 
1 n n- n-

b 
J p(x)f(x)dx 
a 

b b 
I p(x)H

2
n_ 1 (x)dx +I p(x)r

2
n_ 1 (f;x)dx 

a a 

n 
l. ~f (xk) + Rn (f), 

k=l 



gde je 

b 
J p(x)r 2n_ 1 (f;x)dx 
a 

S obzirom do je w(x) 

se moze predstavitl u obliku 
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b 

J 
a 

1 2 (2n) 
T2nl! p(x) w(x) f (n)dx. 

i 
2n 

f € C Ca, bJ, ostatak Rn (f) 

R (f) 
f ( 2n) ( i;) b 2 
~--~2~ f p(x)Qn(x) dx 
(2n) !an a 

(a < 1; <b), 
n 

sto je ekvivalentno sa (2.8.8). 

Primedba 2.8.2. Kako je 

imamo 

a 
n 

i 

Formula (2.8.4) se tada svodi na 

(2. 8. 9) (k=1, ••. ,n). 

Primer 2.8.1. Odredimo Gaussovu kvadraturnu formulu oblika 

(2.8.10) 

Polazeci od prirodnog bazisa {1,x,x2 , .•. } Gram-Schmidtov

im postupkom ortogonalizacije dobijamo niz ortogonalnih polinoma 

na (-1,1) sa teZinskom funkcijom xt-+p(x)=(1-x2
) 312 : 

Q0 (x)=l, 
3 3 

Q
3 

(x}=x - 8 x, 

4 3 2 3 Q
4 

(x)=x - 5 x - 80 , itd. 

Na osnovu teoreme 2.8.1, interpolacioni cvorovi x 1 ,x2 ,x3 
su nule polinoma Q3 • Dakle, 
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Kako su koeficijenti uz najvise stepene u polinomima Q2 i Q
3 

jed

naki jedinici, tj. a 2=1 i a 3=1, i kako je 

na osnovu (2.8.9) imamo 

tj. 
'If 

12 i 

5'1f 
384 , 

(k=1,2,3), 

6 
~<o f€C c-l,lJ, na osnovu teoreme 2.8.3, imamo 

gde ~E(-1,1). 

Primer 2.8.1. Primenom formule (2.8.10) odredicemo priblizno vre

dnost integrala 

I 
1 2 3/2 J ( 1-x ) cos x dx. 

-1 

Imamo 

Tacna vrednost integrala je, medjutim, 

I ~ 3rrJ2 (1) ~ 1.082935, 

gde je J 2 Besselova funkcija. 

U ovom odeljku dajemo pregled kvadraturnih formula sa tez

inskim funkcijama koje odgovaraju klasicnim ortogonalnim polino

mima (odeljci 2.2.8 - 2.2.13). Detaljne tablice sa parametrima 

ovih formula mogu se naci u C82J. 
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S obzirom da se klasicni ortogonalni polinomi dele u tri 

podklase, posebno cemo razmatrati ove slucajeve. 

1. Gauss-Jacobieve formule imaju oblik 

1 s f (1-x)a(l+x) f(x}dx 
-1 

Kako su a
11 

(koeficijant uz najvisi stepen u polinomu Q
11

) 

i IIQn 112 dati sa 

i 

1 f(2n-kx+S+1) 
~· r (n+a +S +1) 
"' n. 

II Qnll 2= 2a+S+1 r (n+a+1}f (n+S+1} 
n! (2n+a+S+1)f (n+a+S+1) ' 

na oanovu (2.8.9) nalazimo telinske koefiqijente 

a+S 
2 ( 2n+a+i3) r (n+a) r (n+S) 
n! (n+a+S )r (n+a+B) 

P(a,S) (x )_i_(p(a,S) (x)) 
n-1 k dx n k 

gde su x,_ (k=1, •.. ,n) nule Jacobievog polinoma p (a ,S). 
·~ n 

2n[ • Ako f E C -1, 1J za ostatak dobijamo 

171 

(2. 9.1) Rn(f) = 2 2n+a+S+l n!f(n+a+l)f(n+S+l)f(n+a+S+1) f(2n) (t;), 

(2n)! (2n+a+S+1) r 2 (2n+a+S+l) 

gde t;e(-1,1). 

1.1. Posebno za a=s=01 p(x)=1, dobijamo Gauss-Legendreovu 

forr:mlu 

pri cemu su 

(2. 9. 2) 

+1 A f(x)dx 

2 

n 
_E Akf(xK) + R

11
(£), 

K=l 

n Pn-1 (xk)P~(xk) 
(k=1, •.• ,n) 

i xk(k=l, ... ,n) nule Legendreovog polinoma P
11

• 
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Forr.,ula ( 2. 9. 1) se taJa svodi na 

22n+1 ( 1 )4 ( 
R (f) = n. f 2n) ( s) 

n (2n+l)((2n)!) 3 
(-1<s<l). 

Primedba 2.9.1. Za n=2,4,6 irnamo 

7.4·10- 3f( 4 )(s
2
J, R

4
(f)·= 3·10- 7f( 8 )(s 4 J, 

L5·1o-12 f 02 l.(s 6 l, (s 2 ,s 4 ,s 6 ~(-1,1) l. 
Prir.1edba 2. 9. 2. Kako je Legendreov polinorn parna ili neparna 

funkcija u zavisnosti da li je n paran ili neparan broj, za te

Zinske koeficijente Ak(k=1, ... ,n), koji su dati pornocu (2.9.2), 

vazi 

Ak = An-k+l (lc=1, •.. , [~] ) . 

U sledecoj tabeli dajerno vrednosti za xk i Ak (k=1, ... ,n) 

za Gauss-Legendreovu forrnulu kada je n ~ 6. 

n k xk Ak 

1 1 0. 2. 

2 1,2 +0.57735027 1. 

3 1,3 +0.77459667 0.55555556 
2 0. 0.88888889 

4 1,4 +0.86113631 0.34785488 
2,3 'F0.33998104 0.65214516 

5 1,5 +0.90617985 0.23692688 
2,4 +0.53846931 0.47862868 

3 0. 0.56888889 

6 1,6 +o.93246951 0.17132450 
2,5 +0.66120939 0.36076158 
3,4 +0.23861919 0.46791394 

Prirnedba 2.9.3. Na osnovu jednakosti za Legendreove polinorne 
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formula (2.9.2) se moze predstaviti u obliku 

2 (k=1, •.. ,n). 

Primer 2.9.1. Primenimo Gauss-Legendreove formule na izracunava

nje integrala 

rr/2 
f sin t dt. 

0 

1 
Smenom t="i(x+1), dati integral se svodi na I= J isini(x+1)dx. 

-1 
Za n=1,2,3 redom imamo 

I 2·-i· ~2 = 1.11072, 

I 1·i(0.325885 + 0.945409) 0.99847, 

I J(~·0.176108 + ~·0.707107 + ~·0.984371) 1.00001, 

pri cemu su rezultati zaokrugljeni na pet decirnala. Primetimo da 

je ta~na vrednost integrala :=1. 

forraulu 

1.2. Za a=S= -~, p(x) = --1- dobijamo Gauss-CebiSevljevu 

V1-x 2 

+1 
J ~dx 

-1 V1-x2 

n 
E Akf(xk) + Rn(f), 

k=l 

pri cemu su xk nule Cebisevljewog polinoma Tn, koji je odredjen 

sa 

gde je 

n! P (-1/2, -l/2) (x), 

(1:) n 
n 

- r(s+n) (s)n = s(s+l) .•. (s+n-1) - r(s) 

Kako se polinom Tn moze predstaviti i u obliku Tn(x) 

cbs (n arc cos x) , imamo 

x =cos.2L(2k-1) 
k 2n (k=l, ... ,n). 
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Za tezinske koeficijente Ak dobijamo 

-1 1 2 
2 (2n-1)r(n- 2 ) en en_

1 
n! (n-1) r (n-1) 

(2 .9. 3) Ak 

Tn-1 (xk)'l'~(xk) 

gde je en n! 

(~) 
n 

n! 

Kako je Tn_ 1 (xk)T~(xk)=n, (2.9 .• 3) se svodi na Ak =* 

(k=1, ... ,n). 

Dakle, Gauss-Cebisevljeva kvadraturna formula je 

+l 
J ~dx 

-1 ~ 

n 
21: ~ f(cos 2:_(2k-l)) + R (f). 
n k=l 2n n 

stavljajuci a=S=-~ u (2.9.1), dobijamo ostatak 

-=-,.--rr __ f ( 2 n) ( U 
22n-l (2n)! 

U odeljku 7.2.14 bice razmatrane kvadraturne formule kod 

kojih su svi tezinski koeficijenti medjusobno jednaki. To su tzv. 

kvadraturne formule Cebisevljevog tipa. Kao sto vidimo, Gauss-ce

bisevljeva kvadra·tura pripada pomenutoj klasi formula cebisevlje

vog tipa. 

Uvodjenjem smene x=cose, Gauss-cebisevljeva kvadraturna for

mula se moze predstaviti u obliku 

1T 

jf(cose)de 
0 

n 
~ ~ f(cos( 2~-l)rr) + R {f) 
n k~ 1 n n · 

1. 3. Za a.= S= 

formulu druge vrste 

1 r--'2. 
2 , p(x) =Vl-x- dobijamo Gauss-cebisevljevu 

1 r--'2. rr n . 2 krr k 
f'\'1-x- f (x) dx = -

1 
/: s:tn ~1 f (cos ....2.

1 
) + Rn (f). 

-1 n+ k=l n+ n+ 

Koriscenjem prethodnih rezultata 1.2 i 1.3 i osobina orto

gonalnih polinoma sa parnom tezinskom funkcijom (odeljak 2.2.4) 

mogu se dobiti Gauss-ehristoffelove kvadrature na (0,1) sa tezin-
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skim funkcijama p
1 

(x) = 1//x (1-x) 1 p
2 

(x) = /xi (1-x), p
3

(x) = / (1-x) /x, 

p
4 

(x)= /x(1-x): 

1 n 
2 (2k-1)'IT f p 

1 
( X) f ( X ) dX .2!. l: f(cos + ,~1 (f) 1 n 4n 

0 k=1 
,n 

1 2'IT n 
2 (2k-1)'IT 2 (2k-1)'IT f p 2 (x)f(x)dx l: f(cos 2 (2n+l)) + R2

1
n(f) 1 2n+l cos 

2 (2n+1) 
0 k=1 

1 
2'IT 

n 
2 2 k'IT f p

3
(x)f(x)dx l: sin 

k'IT 
f (cos + R

3 
(f), 2n+1 2n+1 2n+1) 

0 k=1 
,n 

1 n 
2 k'IT 2 k'IT f p

4
(x)f(x)dx = 

'IT 
f(cos 4(n+1) L sin n+1 2 (n+1)) + R

4 
(f). 

0 k=1 
,n 

2. Gauss-Laguerreove formu1e imaju ob1ik 

+oo n 
s -x f x e f (x) dx 

0 
L Akf(xk) + R (f). 

k=1 n 

· lv · (-l)ni Kako Je u ovom s ucaJU an= 
s 2 

IlL II = n! r(n+s+1) 1 na osnovu 
n 

(2.8.9) imamo 

( 2. 9. 4) 
(n-1)! r (n+s) 

(k=l 1 ••• ,n), 

gde su xk (k=1, ... 1 n) nule gerieralisanog Laguerreovog polinoma L~. 

s+l 
~P=r=i~m~e~d~b~a~2~·~9~·~4. Kako je 1 na osnovu jednakosti xLn-l (x) 

s( ) ~ d s s 
Ln x ~ dx Ln (x) -nLn-l (x), 

s 
( n+s) Ln_1 (x) 

formula (2.9.4) se moze predstaviti i u sledecim ekvivalentnim ob

licima 

(n-1) !r(n+s)xk 

s 2 
n(n+s) (Ln_ 1 (xk)) 

n! r (n+s+l) 
(k=1 1 ... ,n). 
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Ako fE c 2
n[o ,+"') za ostatak se dobija 

n!r(a+s+l) f(2n) (t;) 
Rn(f) = (2a)! (0< i; < +"'). 

3. Gauss-Herr,ti teova formula ima oblik 

+"' 2 f e-x f(x)dx 
j1 

. l: ~kf (xk) + Rn(f). 
K=1 

Kako je 

i 

imamo 

(2. 9. 5) 
2n(n-l) !I; 

(k=l, ... ,n), 

gde su xk nule Hermiteovog polinoma Hn. S obzirom na jednakost 

H~ (x) = 2nHn_ 1 (x), jednalwst (2 .9. 5) se rnoze predstaviti i u obliku 

2n+ln!1; 

H' (xl ) 2 n ( 

n-1 ~-
2 (n-1)! v rr 

n!ln-1 (xk) 2 
(k=1, ••. ,n). 

Za ostatak se dobija 

n!l; f(2n) (!;) 

2n(2n)! 
(-oo< i; < +"') • 

Prir.tedba 2 . .9. 5. Kao i kod Gauss-Legendreove formule, i u ovor,; slu

caju je Ak=An-k+1(k=l, ... , [¥]). Neke vrednosti za xk i Ak date su 

u sledecoj tabeli. 

n k xk Ak 
l 1 0. 1. 77245385 
2 1,2 'fo. 70710678 0.88622693 

3 1,3 +1.22474487 0.29540898 
2 0. 1.18163590 

4 1,4 +1.65068012 0.08131284 
2,3 +0.52464762 0.80491409 
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U ovom odeljku razmatracemo opsti metod konstrukcije Gauss

-Christoffelovih kvadraturnih formula oblika 

b n 
(2. 10. l) f p(x)f(x)dx = L ~f(xk) + R (f), 

a k=l n 

gde je xt-+p(x) proizvoljna teZinska funkcija. Bez ikakvih ograni

cenja metod se moze primeniti i na konstrukciju kvadratura za in

tegrale opstijeg oblika 

I (f) = f f (x)d>. (x), 
R 

gde je d>. (x) nenegativna mera na realnoj pravoj R sa kompaktnim 

ili beskonacnim nosacem, za koju egzistiraju momenti 

k k 
ck = I (x ) = f x d).(x) 

R 
(k=0,1, ... ,2n-l). 

Na prvi pogled, konstrukcija kvadratura, tj. odredjivanje 

parametara xk' ~(k=l, ... ,n), moze se izvesti resavanjem sistema 

nelinearnih jednacina (2.2.4), tj. 

(2 .10. 2) c m (m=O,l, ... ,2n-l). 

Medjutim, odredjivanje parametara iz ovog sistema nije pogodno iz 

vise razloga, od kojih je, svakako, najznacajniji slaba uslovlje

nost sistema (2.10.2). Moze se pokazati da su parametri Gauss-Chr

istoffelovih kvadratura u uskoj vezi sa problemom sopstvenih vre

dnosti za jednu simetricnu trodijagonalnu matricu, tzv. Jacobievu 

matricu. Ta cinjenica omogucava stabi'lnu konstrukciju formula. 

Neka je {Qk}keN sistem monicnih polinoma ortogonalnih u 
0 

odnosu na tezinsku funkciju x~->-p(x) na (a,b) (ili, uopste, u odno-

su na meru d>. (x)). I<onstrukcija takvog sistema polinoma podrazu

meva odredjivanje koeficijenata Sk i yk u troclanoj rekurentnoj 

relaciji 

(k=O, l, ... ), 

12 NumcriCka analiza, II dco 
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sto se moze ostvariti metodima izlozenim u odeljcima 2.2.6 i 2.2.7 

(Ideo knjige). Koeficijenti yk su pozitivni. 

Uzimajuci za k redom 0,1, ... ,n-1, iz rekurentne relacije 

(2.10.3) dobijamo sistem linearnih jednacina koji se moze predsta

viti u matricnom obliku 

so 1 0 l Qo(x) 0 

X y1 s1 1' 

:n_J 
Q1 (x) + 0 

0 Yn-1 Qn-1 (x) Qn(x) 

tj-. 

(2'.10. 4) 

gde smo sa Tn oznacili dobijenu trodijagonalnu matricu i uveli 

vektore 

T co o ... 1 J 

Ako bismo rekurentnu relaciju napisali za ortonormirane 

polinome Q1~ (01~ (x) "'Qk (x) I IIGk II , II Qk 1/ = (Yo y1 ... yk) 
1 12

), odgova

rajuca matrica u (2.10.4) bila bi simetricna. Dakle, relacija 

/yk+lQ~+l (x)=(x-sk)Qk (x)-/ykQl~-1 (x) 

Q~l(x)=O, Q5(x)=c;1/2 

implicira sistem 

(2 .10. 5) 

gde su 

(k=O, 1 I ••• ), 

(2. 10.6) 
-+ 
q*(x) cQ0 (x)Q~ (x) ... Q~_ 1 (x) JT 

i 

so /y1 
0 

;:y1 s1 IY2 
J 

n r 
0 

Yn-1 

r sn-1 Yn-1 
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Matrica Jn je poznata kao Jacobieva matrica. Matrice Jn i Tn su 

slicne, jer egzistira dijaqonalna matrica D takva da je o- 1T D=J n n 

Kao sto znamo, cvorovi kvadratura xk su nule polinoma 

Qn(x). Ako stavimo x=xk, na osnovu (2.10.4), sleduje da je xk sop

stvena vrednost matrice Tn, ada je q(xk) odgovarajuci sopstveni 

vektor, jer je Tnq(xk)=xkq(xk). 

Isto vazi za Jacobievu matricu (2.10.7). Nairne, iz (2.10.5) 

sleduje 

sto znaci da je xk sopstvena vrednost, a q*(xk) odgovarajuci sop

stveni vektor matrice J . 
n 

Prema tome odredjivanje cvorova Gauss-Christoffelove kva

drature se svodi na nalazenje sopstvenih vrednosti za Jacobievu 

matricu Jn. Pokazacemo sada da se i Christoffelovi brojevi ~ mo

gu odrediti iz istog problema sopstvenih vrednosti. 

Primetimo, najpre, da je 

(2 .10. 8) 1 
l)c . 

Poslednja jednakost je koriscena za dokaz pozitivnosti Christo

ffelovih brojeva u odeljku 7.2.8. 

Obicno se kod resavanja problema sopstvenih vrednosti na

laze normalizovani sopstveni vektori, cija je euklidska norma je

dnaka jedinici. Nairne, odredjuje se sopstvena vrednost xk i sop-
+ T 

stveni vektor vk=Cvk 1 vk 2 ••.• vkn J tako da je 

(2.10.9) 

-+ -+ ,-+-+ 
Naravno, vektor vk je kolinearan sa q* (xk) , tJ. vk =aq* (xk) , 

gde se a moze odrediti, na primer, uporedjivanjem prvih koordi

nata vektora. Tako, s obzirom na (2 .10. 6) , imamo 

Najzad, koriscenjem (2.10.8) nalazimo 

(2.10.10) 

12* 

2 
~=a 
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Prema tome, odredjivanje parametara Gauss-Christoffelovih 

kvadratura se svodi na resavanje problema sopstvenih vrednosti 

(2.10.9). S obzirom na (2.10.10) nije neophodno nalaziti sopstve

ne vektore ;jk' vee je dovoljno naci samo prve koordinate ovih vek

tora. 

Jedan od najprikladnijih algoritama za konstrukciju Gauss

-Christoffelovih kvadratura, tj. resavanja problema sopstvenih 

vrednosti za Jacobievu matricu 'Jn je. QR (ili QL) algoritam (vide

ti odeljak 4.4.8). U vezi sa konstrukcfjom kvadratura moze se na

ci u radovima Gobuba i Welscha c30J, Gautschia Cl9J, C22J, C23J, 

i dr. 

Mozemo zakljuciti da je konstrukcija kvadratura usko pove

zana sa konstrukcijom ortogonalnih polinoma. Medjutim, tamo gde je 

eksplicitno poznata rekurentna relacija za ortogonalne polinome, 

kao sto je slucaj kod klasicnih ortogonalnih polinoma, odredjiva

nje parametara xk, ~c (k=l, ... ,n) je skoro trivijalno. Nairne, pro

blem sopstvenih vrednosti (2.10.9) se veoma efikasno resava pret

hodno pomenutim algoritmima. Glavne teskoce nastaju kod konstruk

cije ortogonalnih polinoma za neklasicne tezinske funkcije, s ob

zirom na slabu uslovljenost preslikavanja vektora momenata u vek

tor koeficijenata rekurentne relacije, 0 cemu je bilo reci u odelj

cima 2.2.6 i 2.2.7. Ovo moze da dovede do toga da koeficijenti 

kvadratura budu apsolutno pogresni, cak i u slucajevima kada se 

izracunavanje sprovode u aritmetici dvostruke tacnosti. Tako je 

S.Y. Lee u radu C41J, razvijajuci Gauss-Christoffelove kvadrature 

na (O,+oo) za teZinu p(x)=exp(-x
3
/3), dobio parametre xk' Ak (k=1, 

... ,n) zan ~15. Kako je kasnije Gautschi (C26J) pokazao, dobije

ni rezultati za n=l5 su potpuno pogresni (od 16 cifara ni jedna 

nije tacna). U istom radu Gautschi je dobio tacne parametre i dao 

nekoliko testova za proveru tacnosti dobijenih parametara. 

Na osnovu prethodnog moze se zakljuciti da se konstrukciji 

Gauss-Christoffelovih kvadratura za neklasicne tezine mora posve

titi posebna paznja. 

U obimnom radu C23J, W. Gautschi daje pregledformula Gauss~ 

ovog tipa razradjenih do 1980. godine, sa iscrpnom bibliografijom. 
2 . 

Navedimo samo neke od tih kvadratura: (1) p(x)=exp(-x ) na (O,+oo) 

i (O,b), b > 0 (Steen, Byrne, Gelbard, 1969); (2) p(x)=(l-x)axS x 

log(1/x) na (0,1), a,S=-l/2, -1/3, -l/4, -1/5, 1/3, 1/2 (Piessens 

i Branders, 1975); (3} p(x)=E 1 (x) (eksponencijalni integral) na 
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(O,oo) (Danley, 1973); (4) p(xl=erfc(x) (komplementarna funkcija 

greske) na (O,oo) (Vigneron i Lambin, 1980); itd. 

U novije vreme pojavile su se kvadrature sa p(x)=l/f (x) 

(r gama funkcija) na (O,+oo) (Gautschi, 1982) i kvadrature sa Ein

steinovom i Fermievom funkcijom, p(x)=(x/(ex-1))r i p(x)=(ex+1)-r 

(r=1,2), na (O,+oo) (Gautschi i Milovanovic, 1985). U poslednjern 

slucaju, rekurzioni koeficijenti sk i yk su dobijeni koriscenjern 

diskretizovane Stieltjesove procedure (videti odeljak 2.2.7) sa 

Gauss-Laguerreovom kvadraturom. Na primer, za izracunavanje inte

grala u Stieltjesovoj proceduri korisceno je Gauss-Laguerreovo 

pravilo 

1 J ( x/r ) r -x 
r P(x/r) -x/r e dx 

0 1-e 

gde je P(x) algebarski polinom. ~ i x~ su pararnetri Gauss-Lague-. 

rreove kvadrature. Da bi se postigla zadovoljavajuca tacnost,N 

treba uzeti dovoljno veliko. Na primer, za dobijanje prvih 12 re

kurzivnih koeficijenata (n=12) sa 12(25) korektnih decirnala pot

rebno je uzeti N=49 (N=127), pri r=1, i N=41 (N=85), pri r=2. Pr

vih 40 koeficijenata (n=40) rnogu se dobiti sa 25 tacnih decirnala 

ako se uzrne N=28l za r=1 i N=201 za r=2. U radu C27J, Gautschi i 

Milovanovic su dobili kvadraturne forrnule za n=5(5)40, sa 25 tac

nih decirnala. Parametri formula su navedeni u prilogu pomenutog 

rada. 

Gauss-Christoffelove'kvadrature su uopstavane u raznirn pra

vcima. Navescerno samo neke od njih:' 

1° Konstrukcija formula sa visestrukirn cvorovima (Turan 

(1950), bssicini (1966), Ossicini i Rosati (1978), Stroud i Stan

cu (1965), Golub i Kautsky (1983), i drugi). 

2° Konstrukcija kvadratura sa "tezinskirn" funkcijarna koje 

rnenjaju znak u intervalu integracije, ili jos opstije, konstrukci

ja kvadratura sa kompleksnim "tezinskim" funkcijama, koje nalaze 

primenu kod'numericke inverzije Laplaceove transforrnacije. 



182 7. NUHERI CI<O D I FERENC I RANJE I NUI1ER I CI<A I NTEGRAC I JA 

3° Konstrukcija Gauss-Christoffelovih kvadratura na polu

krugu oblika 

gde je dcr(e) data mera. Koriscenjem polinoma ortogonalnih na po

lukrugu (odeljak 2.2.16), Gautschi i Milovanovic c28J su razvili 

kvadrature za dcr(e)=dB (videti sledeci odeljak), kao i za neke 

opstije slucajeve. 

4° Konstrukcija kvadratura Gaussovog tipa sa unapred fik

siranim cvorovima (videti odeljke 7.2.12 i 7.2.13). 

Na kraju ovog odeljka navedimo jednu interesantnu primenu 

kvadratura sa Einsteinovom i Fermievom tezinom za sumiranje spo

rokonvergentnih numerickih redova u kojima se pojavljuje Laplace

ova transformacija 

+«> 
F(p) = J e-ptf(t)dt, 

0 
Rep ,;, 1, 

ili njen izvod. Nairne, ako stavimo ak=-F' (k), tada imamo 

+oo +oo 

l: J 
k=1 0 

+oo 
te -ktf (,t)dt = J +f (t)dt, 

0 e -1 

sto znaci da se sumiranje reda s 1 svodi na izracunavanje integra

la pomocu dobijene kvadrature za Einsteinovu tezinsku funkciju. 

Slicno, nalazimo 

+oo 
s = - L i-l)k- 1 F' (k) 

2 k=1 

+oo 

f 
0 

0 

+oo 

f +f(t)dt 
e +1 

1 
-t-f(t)dt, 
e +1 

sto sugerise pLimenu Gauss-Chr~stoffelove kvadrature sa Fermie

vom tezinom. 

Ilustrujmo primenu na jednom primeru (C27J): 

-1 r.-
Neka je F(p)=p exp(-i/p). Tada je f(t)=J

0
(2vt), gde je 

J 0 Besselova funkcija prve vrste. Imajuci u vidu da je -F' (pl= 
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-3 . 
~Cp-l)p exp(-1/p), posmatracemo redove s 1 , s 2 , 8

3 
cije su sume 

sa 24 znacajne cifre redom 

8 = 
3 

+oo 
l (k-l)k-3exp(-l/k)=0.342918943844609780961838, 

k=l 

+oo 
\ k-1 -3 
L. (- l) (k -1 ) k exp (- 1 /lc ) 

k=l 

=-0.0441559381340836052736928, 

+oo k 
I (-1) -lk - 1exp (-1/k) =0 .19·7107936 397950656955672. 

k=1 

Direktnc sumiranje prvih 10 000 clanova kod ovih redova daje 3, 

7 i 4 korektne cifre, respektivno. Prirnena dobijenih Gauss-Chris

toffelovih kvadratura za n=2(2)10 daje rezultate cije su relativ

ne greske date u tabeli: 

n. 2 4 6 8 10 

sl 4.48(-2) 3.80(-6) 3. 35 (-11) 7.01(-17) 6.86(-23) 

82 8.95(-1) 2.39(-4) 3.71(-9) 1.13(-14) 1.08(-20) 

s3 1.77(-2) 9.65(-7) 5.32(-12) 1.05(-17) 1.27(-23) 

Brojevi u zagradama ukazuju na decirnalni eksponent. Vidimo da se 

za n=10 dobijaju rezultati sa visokorn tacnoscu. 

Razradjuju6i teoriju polinorna ortogonalnih na polukrugu 

r={z lz=ei 9 , O,:;,e,:;,rr}, Gautschi i Milovanovi6 (C28J) sukonstru

isali Gauss-Christoffelove kvadratute oblika 

(2.11.1) 0 

za integrale na polukrugu. Cvorovi kvadratura ~k su nule kornplek

snog polinoma rr
11

(z), koji zadovoljava troclanu rekurentnu rela

ciju (videti odeljak 2.2.16) 

~ rrk+l (z) = (z-iak) rrk (z)-Sk rrk-1 (z) 

( rr_l(z) = o, rro(z) = 1, 

(k=O, 1, •.. ), 
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sa realnim koeficijentima ak i Bk ( > 0), pri cemu je 

(k > 1) 

i ek dato pomocu 

2 (r((k+2)/2))
2 

6k = 2k+l r((k+l)/2) (k ~ 0). 

Odredjivanje parametara kvadrature (2.11.1) moze se svesti 

na problem sopstvenih vrednosti, slicno kao ked kvadratura na re

alnoj pravoj. 

Neka su 11~ ( z) =11k ( z) I ll11k II normirani ortogonalni poli~omi. 
Definisimo vektor 

-;'; ( z) [TIO*(Z)TI*(z) ... TI* 
1

(z)JT. 
1 n-

Ako je ~k nula polinoma Tin (z), lake je proveri ti da je t;k 

sopstvena vrednost, a -;(t;k) odgovarajuci sopstveni vektor .Jacobi-

eve matrice 

ia
0 80 

80 ia
1 81 

0 

J n 
8 n"-4. 

0 8 ie<n-1 n-2 

tj. 

Transformacijom slicnosti pomocu dijagonalne matrice 

Dn=diag(l,i,i 2 ,i 3 ,l,i, ... ), matrica Jn se transformise na realnu 

matricu 
ao eo 

0 

(2.11.2) -iD-lJ D -eo al 81 
n n n 

0 
8n-2 

-8 n-2 an-1 J 
Ako, takodje, definisemo vektor 
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(2.11.3) 

tada je 

tj. p(~k) je sopstveni vektor realne matrice (2.11.2), koji odgo

vara sopstvenoj vrednosti nk=-i~k. Sa Vn oznacimo matricu sopstve

nih vektora matrice (2.11.2), pri cemu je svaki od njih normalize

van talco da je njegova prva koordinata jednaka jedinici. Tada ima

mo 

v =[~ ~2 n 1 

Uzimaju6i za g(z), u (2.11.1), svaku od koordinata vektora 

p(z), definisanog pomo6u (2.11.3), dobijamo sistem jednacina 

/
-+ 1 + + T 
1Te1 = lrr Vno, a= Co1o2 ... onJ , 

gde je ~l =C 1 0 ..• O.J T prvi koordinatni vektor. Tako za odredji

vanje Christoffelovih brojeva ok treba resiti sistem linearnih je

dnacina 

(2.11.4) 
+ v 0 

n 

Koriscenjem odgovaraju6ih potprograma za odredjivanje mat

rice V i resavanje sistema (2.11.4), uzetih iz poznatih visoko-
n 

kvalitetnih programskih paketa EISPACK i LINPACK, u radu C28J su 

odredjeni parametri kvadratura ~k i ok (k=1, ... ,n). U tabeli 

2 .11.1 su navedeni parametri za n=S, 10, 20, sa osam znacajnih 

cifara. Primetimo da su cvorovi ~k rasporedjeni simetricno u od

nosu na imaginarnu osu i svi se nalaze u gornjem jedinicnom polu

krugu. 

u pomenutom radu C28J date su primene dobijenih kvadratura 

na numericko diferenciranje analitickih funkcija, koris6enjem re

prezentacije za izvod analiticke funkcije 

1 1T -i6 h i8 h i8 
f' (a) = 1Th 6 e (E<a +~ )-f(a -ze l) de, 

kao i primene na izracunavanje Cauchyeve glavne vrednosti nesvoj

stvenih integrala, imaju6i u vidu da je 
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Tabela 2. 11 .1 

n k ~]<: ak 

5 1,2 ±0.89052727 +0.022495461i 0.0072402551 ±0. 3066 3646i 
3,4 ±0.48026508 +0.11792794i 0. 50270345 ±0. 92618932i 

0.22216141i 1. 99138066 

10 1,2 ±0.97146604 +0.0028731070i 0.0078107581 ±0.074979250i 
3,4 ±0.85284258 +0.015150376i 0.023571055 ±0. 19000917i 
5,6 ±0.65232339 +0.037578303i 0.063357456 ±0. 35652707i 
7,8 ±0.39255204 +0.72381390i 0. 23196483 ±0.66539219i 
9 '10 ±0.11928205 +0. 1223609li 1. 24409223 ±0.83467375i 

20 1,2 ±0.99279481 +0.00036088122i 0.00093961488 ±0.018602063i 
3,4 ±0.96223284 +0.0019015682i 0;0023283767 ±0.044211071i 
5,6 ±0.90804700 +0.0046758976i 0.0041099345 ±0. 072223615i 
7,8 ±0.83157445 +0.0086981042i 0.0066940217 ±0. 10457986i 
9,10 ±0.73472727 +0.014013039i 0.010908872 ±0. 14441960i 

11 '12 ±0.61995356 +0.020739446i 0.018712830 ±0. 19743837i 
13,14 ±0.49022929 +0.029167472i 0.035680664 ±0.27542598i 
15 '12 ±0.34918044 +0.040007722i 0. 08236 7746 ±0.40649151i 
17' 18 ±0.20200473 +0.055045977i 0. 26876888 ±0.65608704i 
19,20 ±0.061601584+0.075471956i 1. 14028539 ±0.69192546i 

!__ 

l Tf • 

t f(t) dt = i{Trf(O) - f f(e 16 )de}. 
-1 t 0 

Ovde se pretpostavlja da je funkcija f analiticka na zatvorenom 

gornjem jedinicnom poludisku. 

Od posebnog interesa je i konstrukcija kvadraturnih formu

la Gaussovog tipa sa nel<:im unapred fiksiranim cvorovima. Problem 

je ovde odrediti ostale cvorove i sve tezinske koeficijente iz us

lova maksimalne algebarske tacnosti. Jos je Christoffel (1858) ra

zmatrao ovakav problem za p(x)=l i (a,b)=(-1,1), dajuci kompletno 

resenje pod pretpostavkom da su svi fiksirani cvorovi izvan inter

vala (-1,1). 

Kvadraturne formule oblika 

b 
(2.12.1) fp(x)f(x)dx 

a 

n m 
E Akf (xk) + E Bkf (yk) + Rn+m (f) ' 

k=l - k=l' 



7.2. NUMERICKA INTEGRACIJA 187 

sa algebarskim stepenom tacnosti 2n+m-1, pri cemu su yk unapred 

zadate apscise, nazivaju se modifikovane Gaussove formule. Dakle, 

nepoznate parametre Ak, xk (k=l, ... ,n) i Bk(k=l, ... ,m) mozemo od

rediti iz uslova 

i 
Rn+m(x ) = 0 (i=O, 1, ... , 2n+m-1). 

Primer 2.12.1. Izvedimo modifikovanu Gaussov~ formulu oblika 

+1 
(2 .12. 2) _{ f (x) dx 

Kako ova formula mora bi ti tacna za svako f E P 5 , na osnovu ,-
(2.12.2) uzimajuci za f(x} redom l,x, ... ,xJ dobijamo sistem neli-

nearnih jednacina 

A1xl + A2x2 - B1 + B2 01 

2 + 2 + Bl + B2 
2 

(2 .12. 3) Alxl A2x2 3 I 

3 
A1x1 + 3 

A2x2 - B1 + B2 0, 

4 + A "4 + B1 + B2 
2 

A1x1 2"'2 5' 
5 5 

B1 0. Alxl + A2x2 - + B2 

Da bismo resili ovaj sistem jednacina uvedimo pomocnu fun

kciju w pomocu 

w(x) (x-x1 ) (x-x2 ) (x+l) (x-1) 

x 4 + c3x 3 + c2x 2 + c1x + C
0

• 

Sada, mnozenjem prvii+ pet jednacina sistema (2.12.3) sa 

C0 , c1 , c2 , c 3 , 1 respektivno i nji4ovim sabiranjem dobijamo 

Primenjujuci isti postupak, iz poslednjih pet jednacina 

sistema (2.12.3)sleuuje 
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Kako je, s druge strane, w(x1 )=w(x2 )=w(-l)=w(1)=0, na os

novu prethodnog1 dolazimo do sistema linearnih jednacina 

co - c1 + c2 - c3 -ll 

co + c1 + c2 + c3 -11 

2C
0 

2 2 + 3c2 - 5 I 

2 
3c1 

1 
+ 5c3 0 I, 

odakle je 

co 
1 

c1 01 c2 
6 

c3 01 5 I - 51 
tj. 

4 6 2 1 2 1 
w (X) = X - 5 x + 5 = ( X-1) (X+ 1 ) (X - 5) . 

/5 Iz uslova w(x) =0, nalazimo x
1 

= -x2 = - 5 

Najzad, zamenom vrednosti za x1 i x2 u (2.12.2) i reiavanjem 

dobijenog sistema linearnih jednacina po Ak,Bk (k=1 12) dobijamo 

tj. 

+1 
f f{x)dx 

-1 

5 
6 i 1 

6 I 

Za modifikovane Gaussove formule maze se dokazati sleC.eca 
teorema. 

Teorema 2,12. 1. Kvadraturna formula ( 2. 12. 1) ima algebarski stepen 

tacnosti 2n+rn-1 ako i samo ako je 

gde je 

1) tacna za svako f E P n+m- 1 ' 

b 

2) jp(x)w(x)f(x)dx 0 za svako f,E Pn-l, 

n m 
w (x) _IT (x-xk) IT (x-yk). 

JC=1 k=1 
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Navescemo sada dva interesantna slucaja modifikovanih Gau

ssovih formula. 

Teorema 2.12.2 (Radau). Neka su xk (k=l, ... ,n-1) nule polinoma 

XI+ x! 1 (P11 
(x) +P n- 1 (x)) i 

1-xk 
(k=1, ... ,n-l), 

n 2 P (x ) 2 
n-1 k 

gde je Pn Legendreov polinom. Ako fECZn- 1 [-1,1] ostatak u kvadra-

tnoj formuli 

1 
f f(x)dx 

-1 

je dat pomocu 

R (f) = 22n-ln! [ (n-1)! J 3 
f (2n-1) (1;) 

n (2n-l)! 
(-1<1;<1). 

Teorema 2.12.3(Lobatto). Neka su xk (k=1, ... ,n-2) nule polinoma 

x•+ P~_ 1 (x) (Pn Legendreov polinom) i 

gde je 

Ak = (k=1, ... ,n-2). 
n(n-1)P

11
_ 1 (xk) 2 

Ako fec 2n- 2 (-1,1) vazi formula 

+1 
f f(x)dx 

-1 

2 
n-2 

n(n- 1 ) (f(-l)+f(1)) + E Akf(xk)+R (f), 
k=1 n 

R (f)=- 2
2
n-

1
n! (n-2)! [ (n~1) '] 

2 
f (2n-2) (F;) 

n (2n-l)! (2n-2)! 
(-1<1;<1). 

Radauove i Lobattoove kvadraturne formule razvijane su za 

razlicite tezinske funkcije, uvodeci pritom i visestrukos·t fiksi

ranih cvorova. Pored klasicnih te3inskih funkcija, dosta su raz

radjivane kvadrature na (0,1) sa logaritamskim singularitetom, na 

primer, kada je p(x)=log(1/x). Za ovu tezinsku funkciju u radu 

c51J su razvijene formule Lobattoovog tipa za n=1(1)5 sa 15 deci

mala. Najprostija formula, za n=l, irna oblik 
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1 
89 17 500 b log(l/x)f(x)dx=

252 
f(O) +

468 
f(1) +

819 
f(7/20)+R

3
(f), 

gde ostatak ima oblik R
3

(f) 79 (4) 
345600 f (0, 0 <I; < 1. 

Znatno tezi problem se javlja kada su fiksirani cvorovi 

unutar intervala (a,b). U narednom odeljku razmatracemo formule 

ovog tipa. 

Jedan interesantan i dosta vaz-an slucaj, kada su fiksirani 

cvorovi unutar intervala integracije, razmatrao je A.S. Kronrod 

(1964). 0 optimalnom izboru broja fiksiranih cvorova pojavljuje 

se rad Pattersona (1968). Poslednjih godina (pocev od 1976) ova 

problematika je opet postala vrlo aktuelna, tako da se pojavio 

veci broj radova (G. Monegato (C61J- C65J), P. Rabinowitz (C73J) 

i drugi). Ovde cemo ukazati na neke od ovih rezultata. 

Posmatrajmo Gauss-Christoffelovu kvadraturu 

b n 
(2 .13. 1) J p(x)f(x)dx = I~ f(~) + R (f), 

a k=l c c n 

koja ima algebarski stepen tacnosti p=2n-1. Ako zelimo da poveca

mo stepen tacnosti, a da pritom iskoristimo sve vrednosti funkci

je koje su koriscene u (2.13.1)' mozemo konstruisati kvadraturu 

oblika 

b n m 
(2.13. 2) J p(x)f(x)dx = I B1 f(x1 ) + l. C.f(y. )+R + (f), 

a k=1 c c i=1 l l n m 

koja imam cvorova vise od formule (2.12.1). Ovde treba odrediti 

m cvorova y i (i=1, •.. ,m) i n+m tezinskih koeficijenata Bk i Ci 

(k=1, •.. ,n; i=l, .•• ,m) iz uslova da stepen tacnosti formule 

(2.13.2) bude maksimalan. Dakle, ~ su nule polinoma Qn (x), orto

gonalnog u odnosu na tezinsku funkciju p(x} na (a,b), a yi se bi

raju tako da je Rn+m (f) =0, kada f€ ,!/)n+2m-l" Naravno, ako zelimo 

da poboljsamo Gaussovu kvadraturu (2.13.1), mora biti n+2m-1>2n-1, 

t j • m .s [~ + 1 . 
m m 

Stavimo E (x) =E (x;p) = II (x-y.) =x + .•• , 
m m,n i=1 l 

gde m zadovolja-

va prethodni uslov. Neka je f proizvoljan polinom stepena ne vi-
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seg od n+2m-1, tj. f€~+2m_ 1 , tada je moguca reprezentacija 

f(x) 

gde su polinomi u i v takvi da u€!P_ 
1 

i vf?/P + 
1

. Kako je formula m- n m-
(2.13.2) interpolacionog tipa, tj. R (f)=O za svako f iz (/) 1 , 

n+m n+m-
zamenom (2.13.3) u (2.13.2) mozemo izvesti zakljucak da ce formula 

(2.13.2) imati algebarski stepen tacnosti p=n+2m-1 ako i samo ako 

su zadovoljeni uslovi ortogonalnosti 

(k=0,1, ..• ,m-1). 

Maze se pokazati da ovaj sistem jednakosti maze biti zadovoljen 

samo ako je m _;,n + 1. Od interesa je slucaj m=n+l, tj. kvadratura 

oblika 

b 
(2.13.4) J p(x)f(x)dx 

a 

n n+1 
t Bkf(xk) + L C.f(y.) + R2n+1 (f). 

k=1 i=1 1 1 

Glavni problem je konstrukcija polinoma En+l (x)=E
11

+1 ,
11

(x;p). Neki 

dosad poznati rezultati u vezi kvadrature (2.13.4) su: 

(a) Slucaj (a,b)=(-1,1) i p(x)=1 resio je 1964. A.S. Kron

rod. Algebarski stepen tacnosti je p=n+2(n+1)-1=3n+1. Medjutim, 

ako je n neparan broj
1
algebarski stepen tacnosti se povecava za 

jedinicu, tj. iznosi p=3n+2. Interesantno je primetiti da je po

linom E
11

+ 1 (x),.,E
11

+1 ,
11

(x;1) jos 1894. godine razmatrao Stieltjes, 

sto mozemo videti iz jednog njegovog pisma Hermiteu (C81J). Nairne, 

Stieltjes je dokazao da je 

1 = En+1 (x) + 
a1 

-1: 
a2 

+ (n 1) 1 Q('XT ·- 2 ... _;, 
X n X 

gde je Q
11 

Legendreova funkcija druge vrste. Kasnije, Szego (C84J) 

je proucavao ovaj sistem polinoma. Nedavno Monegato (C61J - C65J) 

je dao niz novih rezultata koji se odnose na Stieltjesove polino

me Em(x). Monegat:o je dokazao da su koeficijenti Bk i c1 u (2.13.4) 

pozitivni. 

(b) U slucaju (a,b)=(-1,1) i p(x)=(l-x2 )-1 / 2 , G.Monegato 

(1976) je dokazao da je stepen tacnosti p=4n-1, au slucaju Cebi

sevljeve tezine druge vrste p(x)=(1-x2 ) 1 / 2 algebarski !'ltepen tac-
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nosti je 4n+l. U poslednjem slucaju E +1 (x;~) 
n 1 n 

i tada imamo 

1 
2 1/2 J (1-x ) f(x)dx 

-1 

gde su 

cos 2 (n+l} (i=1 1 ••• 1 2n+1). 

1 
Tn+1 (x) 

2n 

(c) Slucaj (a,b)=(-1,1) i p(x)~(1-x2 )A-l/2 razmatrao je za 

0 <A ,:;,2, A I' 1 P. Rabinowitz (1980). Ovde su sve nule polinoma 

E +l (x;p) realne, razlicite i leze u C-1 1 1J. n ,n 

U vezi sa kvadraturama (2.13.4) koje su u literaturi paz

nate kao Kronrodove ekstenzije Gauss-Christoffelovih formula, ili 

krace kao Kronrodove seme, postoji veci broj otvorenih problema. 

Neki od neresnih problema mogu se naci u rad u c 65 J, 

Kvadraturne formule oblika 

b n 
(2 .14. 1) jp(x)f(x)dx =An E f(xk) + R (£) 1 

a k=1 n 

sa algebars~im stepenom tacnosti n 1 nazivaju se 6ebisevljeve 

formule. Hepoznate parametre An :i, xk (k=l, .. , 1 n) mo~emo odrecliti 

resavanjem sistema jeclnacina 

b 
(2 .14. 2) J m 

p(x)x dx (m=0,1, ... ,n). 
a 

Iz prve jednacine ovog sistema odredjujemo 

(2' 14. 3) l 
n a 

b 
fp (x)dx. 

Primetimo da je An > 0, s obzirom da je p tezinska fun-

kcija. 

Uvedimo.oznake 

(m=l 1 2,, .. ), 
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Na osnovu (2.14.2)-(2.14.3) mozemo odrediti vrednosti 

sm {m=1, ... ,n) pomo6u 

a 

a 

b 

J m p(x):x: dx 

b 
jp(x)dx 

Tada
1
stavljanjem m=1, •.• ,n u jednakosti (videti [59 ,str.74]) 

sm+a1 sm-1 +a2sm-2+ ... +arn-1 sl +mam = 0 I 

dolazimo do sistema linearnih jedna6ina 

1· a
1 

s 1a
1 

+ 2a2 

s 2 a
1 

+ s 1 a 2 + 3a3 
(2 ,14. 4) 

8 n-2al+8 n-3a2+8 n-4a3+ ... +(n-l)an-l 

8 n-lal+8 n-2a2+ 8 n-3a3+ ... +slan-l+nan 

cijim se resavanjem nalaze nepoznati koeficijenti polinoma 

x ~-+<ol ·(X). Hapomenimo da navedeni sis tern linearnih jednacina irr.a 

jedinstveno resenje s obzirom da njegova determinanta ima vred

nost n!. Uajzad, nalazenjem nula polinoma w odredjujemo apscise 

xk (k=l, ... ,n). 

Jasno je da se medju nulama polinoma w mogu naci i komplek

sne nule, kao i realne nule koje ne pripadaju segmentu [a,b] . Za 

integraciju realnih :Eunkcij a realnog argumenta, kakvu mi razr,;atra

rno, od interesa su sarno slucajevi kada su sve nule xk(k=l, ... ,n) 

realne, proste i leze u (a,b). Irnajuci u vidu ovu cinjenicu woze 

se postavi ti sledeci problem (Cebisevljev kvadraturni probler;-,): 

Odrediti realno An i realne i razlicite apscise x 1 , ... ,x
11
E[a,b] 

tako da je formula (2.14.l)·tacna za svako fEf4 {n=l,2, ••. ). 

13 NumeriCka analiza, II deo 
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U najprostijem slucaju kada je p(x) = 1, Cebisevljev kvadra

turni problem sene moze resiti kada je n=8 in> 9. 

Za slucaj [a,b] = [-1,~, J.L.Ullman (~2]) je odredio jed

noparametarsku familiju tezinskih funkcija oblika 

(2 .14. 5) 1 1+2rx 1 
p(x) = --· (irl < 4)' 

,---:: 1+4rx+4r2 
11-x2 

sa osobinom da odgovarajuci cebisevljev problem ima resenje za 

svako nc;H. Pri111etimo da se za r =0 (2. 1'1\. 5) svodi na klasicnu Cebi

sevljevu te~insku funkciju i tada su Gauss-Cebisevljeva kvadratur

na formula i odgovarajuca Cebisevljeva formula ekvivalentne. 

Prir.1er 2 .14 .• 1. Odredimo nepoznate parametre u Cebisevljevoj kvadra

turnoj formuli 

(2 .14. 6) 
1 
jf(x)dx 

-1 

Uzimajuci za f(x) redom 1,x,x2 ,x 3 , nalazimo 

3 1 
Jx2dx 2 -1 

I<oeficijente polinoma 

3 1 
2 J xdx 

-1 
0' 

odredjujemo iz sistema jednacina (2. l4.4).Imarno 

0, 

tj. 

1 12 12 
w (x) = x 3 - 2 x = x (x + 2) (x- 2), 

1 
2' 

o. 

'·1 1 d . 12 
oda..: e s e UJe x 1 =- 2' 12 

~ 2 = 0, x 3 = 2· Dakle, formula (2. 14.6) 
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1 
J f(x)dx 

-1 
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~(f(- 12) + f(O) + f(/22)). 
3 2 

Neka je Zf+f(z) funkcija kompleksne promenljive z=x+iy. 

Kompleksni integral po konturi c moze se svesti na izracunavanje 

krivolinijskih realnih integrala, ako se izvrsi razdvajanje real

neg i imaginarnog dela. Nairne, neka je f(z)=u+iv, gde su u=u(x,y) 

i v=v(x,y) realni i imaginarni deo funkcije f. Tada imamo 

J f(z)dz = J (u+iv) (dx+idy) 
c c 

= J (udx-vdy) +i J (vdx+udy). 
c c 

Ako je kontura c definisana parametarskim jednacinama 

x=x(t), y=y(t) (a ,;,_t ~b), 

tada se izracunavanje krivolinijskog integrala svodi na izracuna

vanje obicnog integrala po promenljivoj t. Na primer, 

b d d 
J udx-vdy = jj(u(x(t),y(t)) d~-v(x(t),y(t)) di}dt. 
C a 

Ako je f regularna analiticka funkcija u presto povezanoj 

oblasti D, u kojoj lezi otvorena kontura C, tada se, na osnovu 

Cauchyeve teoreme, kontura C moze zameniti bilo kojom drugom kon

turom C' (c D), koja sa konturom C ima istu pocetnu i krajnju ta

cku. Na ovaj nacin izracun'avanje vrednosti integrala moze se up

rostiti. NajceS6e se kao C' bira prava linija AB, ili pak unija 

dve prave AD i DB, koje su paralelne realnoj, odnosno imaginar

noj osi (videti sl. 2, 15 .1) • 

U ovom odeljku razmotri6emo problem integracije regular

ne analiticke funkcije po linijskom segmentu u kompleksnoj ravni 

od tacke z0-h do tacke z 0+h. Pod pretpostavkom da je funkcija g 

regularna u kvadratu D cija su temena u tackama zk=z0 +ik- 1h 

(k=l,2,3,4), Birkhoff i Young (C 8 J) su izveli kvadraturnu formulu 

13* 
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zo+h 

(2.15.1) f g(z)dz = 1~!24g(z 0 )+4Cg{z 0 +h)+g(z 0 -h)J 
zo-h 

koja, kao sto vidimo, sadrzi i cvorove koji ne pripadaju segmentu 

integracije. Greska se moze 

iy 

(2 .15. 2) 

Sl. 2.15.1 

D 

oceniti pomocu (C14,str.136J, 

[9 7 J) 

Algebarski stepen tacnosti ove 

formule je, dakle, p=5. 

Linearnom transformacijom 

x z=hw+z0 , iz ravni z=h+iy u ra

van w=u+iv, formula (2.15.1) se 

transformise na 

1 
8 4 1 f f(w)dw=gf(O) +lS{f(l)+f(-1)) - 15{f(i)+f(-i))+R

5
{£), 

-1 

gde je f(w)=g(hw+z
0 ) i R5 (f) odgovarajuci ostatak. Ovo znaci da 

je moguce Birkhoff-Youngovu formulu (2.15.1) razmatrati u obliku 

(2.15. 2). 

U radu c43J, F. Lether je dao jedan prost metod za kons

trukciju kvadratura za numericku integraciju analitickih funkcija 

po linijskom segmentu u kompleksnoj ravni, ukazujuci pritom da je 

trotackasta Gauss-Legendreova formula, algebarskog stepena tacno

sti p=5, 

(2.15.3) _(f(z)dz =~f(/().6) +~f(O)+ ~f(-10.6) + R3 (f), 

analogna formuli (2.15.2) ida ima manju konstantu greske (koefi-

cijent uz izvod u izrazu za gresku) , tj. R
3

(f) =
15
i

50
f(G) (~) 

(-1 <~ < 1). Nairne, Lether preporucuje koriscenje Gauss-Legendre

ovih kvadratura 7.~ izracunavanje integrala u (2.15.2). 

Birkhoff-Youngova formula se moze dobiti kao specijalan 

slucaj jedne opstije forll'ule. Nairne, ako je kontura C krug lzl=1, 
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konturni integral oblika 

tj. 

I - - 1- 1. f(z)dz - 2rri r 
c 

2TT 
2rTT f 

0 

ie ie 
e f(re )de, 

se maze efikasno izracunavati primenom uopstenog trapeznog pravi

la Tn. Zaista, zbog periodicnosti podintegralne funkcije sa peri

adorn 1, maze se jednostavno pokazati da je formula 

(2 .15 .4) I "' T n 
£ I e2Trik/n f(re2Trik/n) 
n k=1 

tacna za svako fE~ 
1

. Pretpostavimo sada da je funkcija f regun-
larna u krugu lzl ~r. Tada koeficijenti Taylorovog razvoja 

(2.15.5) 
+oo • 

f(z) = /. a.zJ, 
j=O J 

mogu biti izracunati trapeznim pravilom (2.15.4) (videti Lyness 

i Moler C47J, Lyness i Delves C46J) 

1 ~ -2Trijk/nf ( 2Trik/n) _ "' 
-..- l e re = a .. 
rJn k=1 J 

Na osnovu prethodnog ,· ova aproksimacija izvoda je tacna 

za j=O,l, ••• ,n-1, ako f€ Pn-l~ 
Integracijom stepenog reda (2~15.5) od -r do r nalazimo 

da je 

(2.15 .6) i 

r 
J f(z)dz 

-r 

2m 
+oo r a2m 

2r I 
m,;O 2m+1 

Zamenom a 2m sa ~2m i "odsecanjem" razvoja,dobijamo kva

draturno pravilo 

r 
J f(z)dz 

-r 
2r 



198 ]. NUMERICKO DIFERENCIRANJE I NUMERICKA INTEGRACIJA 

ciji je algebarski stepen tacnosti p=n-1, tj. formula je tacna za 

svako f€ fP 
1

. Jedna modifikacija ove kvadrature n-

(2.15.7) 

ima, uz neznatno povecanje izracunavanja, algebarski stepen tacno

sti p=n+l. 

Uzimajuci n=4 i r=1, (2.15.7) se .svodi na Birkhoff-Youngo

vu formulu (2.15.2). 

Startujuci od (2.15.6), za r=i, i koriscenjem formula za 

drugi i cetvrti izvod regularne funkcije (videti Tosic C86 J): 

i 

f"(O) = _lz.(f(k) + f(-k) - f(ik) - f(-ik)) 
2k 

4 8 12 
- 2(~-f( 6 ) (0) + ~f( 10) (0) + ~f(l4 ) (0)+ ) 6! 10! 14! .•. 

f ( 4 ) ( 0) 6
4 (f(k)+f(-k)+f(ik)+f(-ik)-4f(O)) 

k 

k 4 (8) k 8 (12) ) 
-24(8Tf (0) + 12!f (O)+oo• 1 

gde su k, -k, ik, -ik (0 <k~1) temena kvadrata u kojima se racu

na vrednost funkcije za aproksimaciju izvocta, D.Dj. ·rosie (c85 J) 

je dobio kvadraturnu formulu 

1 
(2.15.8) J f(z)dz = 2(1-~)f(O)+(_lz.+~) (f(k)+f(-k)) 

-1 5k 6k 10k 

gde je 

+(- _lz.+~) (f(ik)+f(-ik))+R, 
6k 10k 

2 4 2 (6) 2 2 4 (8) 
R= c- 3 • 61 k +n>f co>+<9f- 5 • 81 k >f co>+ .••• 

Za k=l formula (2.15.8) se svodi na Birkhoff-Youngovu 

formulu (2.15.2), a za k=~ na Gauss-Legendreovu tormulu 

(2 .15. 3). 
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Anulirajuci koeficijent uz sesti izvod u razvoju za R, tj. 

uzimajuci k = ~ 3/7 , Tosic je dobio formulu maksimalne t'acnosti 

+ ~(~-If>(£ (i 4ft)+£(- 4/tl) + ~· 

.gde je 

R = 1 £(8) (O) + 1 £(10) (O) + 
-M 793800 61122600 .... 

U vise radova C50 J, C53 J, c54 J, c 55J, c 88J ova forrrmla je 

uopstavana u raznim pravcima. Na primer, u radu C53 J Milovanovic 

i Djordjevic su dobili devetotackastu formulu interpolacionog ti

pa o~lika 

1 
f f(z}dz 

-1 

gde je 0 <r2 <rl < 1, ciji je algebarski stepen tacnosti p=l3, ako 

se r
1 

i r 2 izaberu tako da je 

6 3+4/ill 
143 

Tada su parametri formule 

r
1
=0.927247386651532, 

i 
63-4/ill 

143 

r 2=0.613755686975668, 

A 
512 675 = o. 75851851851852,. 

0.18671643342768, c12 = 0.44678904212713, 

c
21 

o.64900035496038·10-3 , c22 =-0.13413735I69030·I0- 1 . 

Razvoj greske R(f) u Taylorov red u z=O ima vodeci clan 

Ovako dobijeno devetotackasto pravilo je pogodno za pri-



200 7. NUMERICKO DIFERENCIRANJE I NUMERICKA INTEGRACIJA 

menu kada je funkcija f oblika f(x)=g(x
4
), jer se tada formula 

svodi na trotackastu formulu 

gde su 

1 
f f(x)dx ~ c0 f(O) + c

1
£(r

1
) + c

2
f(r

2
), 

0 

c = 256 
0 675' 

15922 ± 591/114 
51300 

U poslednje vrerne postoji vise radova u kojima se tretira 

problem integracije analitickih funkc±ja vise promenljivih (C2J, 

c 3 J, c52 J) • 

Ako podintegralna funkcija veliki broj puta menja znak u 

intervalu integracije, tada standardne kvadraturne formule posta

ju neefikasne. Ovakve brzo oscilatorne funkcije se cesto srecu u 

primenama, na primer, kod Fourierovih transformacija 

b 
f f ( x) cos nx dx 1 

a 

b 
f f(x)sin nxdx, 
a 

i slicno. U ovom odeljku izlozicemo ukratko nekoliko prlstupa ko

ji omogucavaju integraciju brzo oscilatornih funkcija sa zadovo

ljavajucom tacnoscu. u opstem slucaju, mogu se razmatrati integra

li oblika 

I (t) 
b 

J f(x)K(x,t)dx 
a 

(-ro ~a < b ~ + "') 1 

gde je K(x,t) tzv. oscilatorno jezgro, dok je f(x) "neoscilator

ni" deo. 

a) Iategracija izmedju nula. Neka su xk (k=l,2, ••• ,m) 

nule oscilatornog jezgra i neka su uredjene take da je 

Jedan prost nacin za izracunavanje vrednosti brzo oscila

tornih integrala sastoji se u odredjivanju nula jezgra, dekompo

ziclji integrala i primeni nekog pravila na svaki od "komponent

nih" integrala, tj. 



b 
J f(xlK(x,t)dx 
a 
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m xk+l 
l f f(x)K(x,t)dx 

k=O xk 

gde smo stavili x 0=a, xm+l=b i g(x)=f(x)K(x,t). sa Qk(g) smo ozna

cili neko kvadraturno pravilo za priblizno odredjivanje integrala 

funkcije g na segmentu cxk,xk+lJ. Pri ovome su narocito pogodna 

pravila zatvorenog tipa, jer se dobija veca tacnost bez dodatnog 

izracunavanja. Na primer, formule Lobattoovog tipa su posebno in

teresantne. Tako Lobattoova formula sa n tacaka (2 na krajevima 

podsegmenta i n-2 u intervalu) zahteva n-2 izracunavanja na podse

gmentu, jer je funkcija jednaka nuli na krajevima intervala. 

b) Filonovo pravilo. Pretpostavimo da se funkcija f:Ca,bJ..,.R 

moze dosta dobro aproksimirati pomocu 

i da se transformacije bazisnih funkcija ~k mogu jednostavno ek

splicitno odrediti 

ljlk (t) 

Tada imamo 

I(t) 

b 
J ~k(x)K(x,t)dx 
a 

b 
f f(x)K(x,t)dx 
a 

(k=O, l, ••. ,n) • 

Pilon je aproksimirao f(x) pomocu parabolickih lukova, tj. deo po 

deo parabolom drugog reda. Ilustrujmo ovaj metod na primeru Fouri

erovog integrala 

(2.16.1) l(k) 
b 

f f (x) cos kx dx. 
a 

Podelimo segment ca,bJ na 2n podsegmenata ekvidistantnim nizom 

tacaka. Na svakom od podsegmenata, duzine h=(b-a)/2n, funkciju f 

interpolirajmo polinomom drugog stepena (parabolom) u tackama mre

ze: Xzk-Z' x 2k-l' x 2k (k=l, ••• ,n). Izracunavanjem Fourierovog in

tegrala (2.16.1), kada se za f(x) uzme "deo po deo" parabola, do

bijamo 
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gde su 

b 
f f(x)coskxdx "'h{aEf(b)sinkb-f(a)sinkaJ+BC2n+yC2n-l}, 
a 

l c2n =2f (a) cos ka +f (a+2h) cosk (a+2h) +f (a+4h) cosk (a+4h) + 

1 + ..• + 2 f(b)coskb, 

f(a+h)cosk(a+h)+f(a+3h)cosk(a+3h) + 

+ ..• + f(b-h)cosk(b-h),· 

Ct = Ct (8) 

s s < e > 

Y = y(e) 

~ce 2 + esin ecose - 2sin 2 Al, 
e 

~(e (l+cos
2

e) - 2sine cos e), 
e 

4<sine - ecose), 6 = kh 
Q 

k(b-a)/2n. 

Ako se na slican nacin definisu sume s 2n i s 2n-l' moze se 

odrediti "sinusni" integral 

b 
f f (x) sin kx dx "'h {-a Cf (b) coskb-f (a) coskaJ+ss

2
n +ys

2
n_

1
}. 

a 

Pri prakticnom odredjivanju, za male vrednosti e, treba 

koristiti razvoje za funkcije a(e), 13(8), y(9), tj. 

a< a> 
2 83 2 85 2 7 + 45 - 315 + 4725 9 ... , 

s < 9 > 
2 + 2 92 4 94 2 96 + 3 IS - 105 + 567 0 D 0 f 

y (8) 4 2 82 + 1 64 1 66 + 3' 15 210 -
11340 ... 

c) Koriscehje formula Gauss-Christoffelovog tipa. Ako de

finisemo tezinske funkcije 

s (x) 
m ~( 1+sin m 1TX) 

za xEE-l,1J i m=O,l, .•. , tada je 

1 
2,;' 

1T 

f f(x)cosmxdx 
-1[ 

1 1 1 
f cm(x)f(rrx)dx - 2 J £(11x)dx, 

-1 -1 
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1 11 
27i _{ f (x) sin mx dx 

1 1 1 
f s (x)f(11x)dx - 2 f f(11x)dx. 

-1 m -1 

Drugi integrali na desnoj strani u ovim jednakostima se jednosta

vno odredjuju jer f(11x) nije "oscilatorno". Za odredjivanje vred

nosti Fourierovih koeficijenata sa visokom tacnoscu treba, dakle, 

odrediti sa istom takvom tacnoscu integrale sa tezinama cm(x) i 

sm(x). Gauss-Christoffelove formule sa ovim tezinama razvio je 

Gautschi c21 J. 

Integracija brzo oscilatornih funkcija je veoma aktuelna 

oblast numericke integracije, na kojoj se poslednjih godina dosta 

radi. 

U ovom odeljku ispitacemo uslove za konvergenciju kvadra

turnih procesa, tj. uslove pod kojima ostatak Rn(f) +0, kada 

n ++"'. 
Neka je dat niz kvadraturnih formula 

b 
(2 .17. 1) I(f) f f(x)dx = K f + Rn (f) (n=l,2, •.. ), 

a n 

gde su 

n 
(2.17.2) K f L ~n)f(x~nl), 

n k=1 

~n) tezinski koeficijenti (konstantni za fiksirano n) i x~n) ap

scise koje zadovoljavaju uslov 

a < x (n) < x (n) < ••• < xn(n) ,;;, b • 
= 1 ·2 

Teorema 2.17.1. Potreban i dovoljan uslov da niz {Knf}nEN konver

gira ka I(f) za svako fECCa,bJ je da on konvergira za svaki alge

barski polinom i da postoji pozitivna konstanta M takva da je 

(2. 17. 3) 
n 
l \~n) \ ,;;, M 

k=l 
(n=1 ,2, •.. ). 

Dokaz. Posmatrajmo linearnu funkcionelu Kn' definisanu po

mocu (2.17.2). Kako je za svako f€CCa,bJ 
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n n 
]Knf] ~ L ]~n) ]·]f(x~n)) I ~ ( ~ ]~n) I) Jlf]], 

k=1 k=1 

gde je II f II = max If (x) I , zakljucujemo da je funkcionela Kn 
a < x < b 

ogranicena na Cc~,b]. 
Dakle, 

(2 .17. 4) ('-/ fECca,bJ) 

i 

(2.17.5) 

Odredimo sada normu II Kn II . U prostoru Cca ,bJ i zaberimo 

funkciju f, koja je odredjena sa 

linearna na c (n) (n) J 
xk xk+1 (k=l, ..• ,n-1) i konstantna na ca,x~n)J 

i Cx~n) ,bJ. Tada je II f II =1 i 

n n 
/ ~(n)sgn ~n) = { ~~nl], K f 

n k=1 < k=1 

pa iz (2.17.4), za f=f, sleduje IIKnll 

n 
Si'\ (2.17.5) daje IIKnll 'i. l~n>1. 

k=l 

Prema tome, kako je 

~ Y. l~n) I, sto zajedno 
k=1 

1° Niz { II Kn II }nEN ogranicen (na osnovu (2 .17. 3)); 

2° lim K f =I (f) za svaki algebarski polinom; 
n++oo n 

3° Skup polinoma svuda gust u Cca,bJ, 

na osnovu Banach-Steinhausove teoreme (videti odeljak 2.3.1) za

kljucujemo da vazi tvrdjenje teoreme 2.17.1. 

Teorema 2.17.2. Ako .3U koeficijenti ~n) ~0 (k=1, ... ,n; n=1,2, ... ) 

potreban i dovoljan uslov da niz {Knf}nEN konvergira ka I (f) za 

svako fECCa,bJ je da on konvergira za svaki algebarski polinom. 

Dokaz. Kako je lim K f=I (f), stavljajuci f (xl =1 u 
n++oo n 
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(2.17.1), dobijamo 

b -a 
n 
l. ~nl, 

k=1 

sto znaci da je uslov (2.17.3) ispunjen sa M=b-a, cime je dokaz 

zavrsen. 

Iz teoreme 2.17.2 sleduje konvergencija Gauss-Christoffe

lovih kvadraturnih procesa, s obzirom da je ~n) ~0. 
Teorema 2.17.2 nije primenljiva na niz Newton-Cotesovih 

formula (videti (2.3.4)), jer su vee pri n=8 neki od tezinskih ko

eficijenata negativni. Napomenimo, da ovaj niz, zaista, ne konver

gira za svako fEC [a ,b J (videti c 9 J i c 11 J) • 
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